Chapitre 9. Tests d’hypothéses. Ajustement

Contenu

1. Notion de test. Introduction.

2. Approche de Neyman-Pearson

3. Test du rapport de vraisemblance (généralisé)
4. Test d’ajustement

1 Introduction

Il arrive que l'expérimentateur dispose d’une hypothése ("idée dominante du moment") et
qu’il réalise une expérience destinée & remettre en question cette hypothése. Pour étre concret,
supposons que ’on vous propose le jeu suivant. Vous gagnez 1$ si une picce de monnaie attérrit
sur Pile, mais vous perdez 1$ si elle attérrit sur Face. Si la piéce est équilibrée (non biaisée),
vous pourriez vouloir jouer, sinon peut-étre pas. Il faudra donc décider si la piéce est équilibrée
(hypothése initiale) ou non. En d’autres termes, il faudra décider si § = p > 1/2 (p = probabilité
d’obtenir Pile dans un lancer) ou non (6 < 1/2). Cette décision sera basée sur I’observation d’une
séquence de jets (échantillon). Vous allez donc conclure que la piéce n’est pas équilibrée si vous
voyez trop de Faces appaitre dans votre échantillon. Mais & partir de combien de Faces allez-vous
allez-vous situer ce “trop” 7 Il s’agit donc de trouver une valeur critique.

En général, I’hypothése porte sur un modéle paramétrique :

X Py, 0cO (@cR’f)

(k =1 la plupart du temps). L’espace des parameétres des lois de probabilité est partitionné en
deux ensembles disjoints :
O =0yU 0O, BN =10

Hypotheése nulle :

Hy:0 € 0

Hypothese alternative (ou contre-hypothése) :

H1:(9€@1

Souvent, ’hypothese nulle ne représente aucun changement ou aucune différence (statu quo,
absence d’effet d’un traitement), tandis que I’hypothése alternative représente un changement
ou une différence. L’hypothése alternative est parfois appelée I’hypothése du chercheur. On se
donne alors un échantillon aléatoire Xi,---, X, issu de la méme loi que celle de X qui nous
permettra de décider d’accepter ou de rejeter Hy.

Dans un certain sens, le probléme des tests d’hypothéses est plus simple que celui de 'esti-
mation (& laquelle nous avons consacré beaucoup de temps) puisqu’on ne cherche pas a estimer
le parameétre 6, on veut juste savoir a quel ensemble il appartient. Alors, pourquoi présenter
cette matiere (tests d’hypothéses) apres celle de lestimation (plus difficile) ? La raison princi-
pale est que les concepts de vraisemblance, exhaustivité, propriétés asymptotiques, etc. sont plus
naturellement compris dans le contexte de I’estimation.

Une hypothése est dite simple si elle correspond a une seule loi de probabilité (une seule
distribution). Elle est dite composée (composite) si elle contient plus d’une loi.




Exemple 1 X « Bin (n,p)

Hy:p=20.5 (simple)
Hy:p=0.7 (simple)

Exemple 2 X « Bin(n,p)
Hy:p=20.5 (simple)
Hy:p>05 (composée)
Exemple 3 X - N (M,(J‘(Q)), oo connue

Hy:p=0 (simple)
Hy:p=15 (simple)

Hy:p=15 (simple)

Hy:p>15 (composée : unilatérale & droite)
Hy:p<15 (composée : unilatérale & gauche)
Hy:p#15 (composée : bilatérale)

Remarque 1 Une définition formelle d’un test peut étre présentée comme suit. C’est une fonc-
tion (de décision)

d:Q—{0,1}
X =(X1,...,.Xp) = d(X)

ot d(X) =1 est associée au rejet de Hy et
R={zeR":d(z)=ul}
est la région du rejet (critique) du test (de Hy) et
R ={z € R":d(x) =0}

(non rejet de Hy) ne signifie pas nécessairement acceptation de Hy, mais plutét acceptation de
Hy, faute de mieuz : on n’a pas pu montrer que Hy est fausse. Noter que la statistique (fonction
de décision) d (X)) est une variable de Bernoulli. Dans la pratique, on dispose d’un seul vecteur
d’observations x = (x1,...,Ty).

Remarque 2 Dans le cas de ’approche bayésienne : rapport de vraisemblance et distribution a
priori (traités dans le prochain chapitre).



2 Approche de Neyman-Pearson

2.1 Région critique. Puissance d’un test. Valeur-p

Dans lapproche de Neyman-Pearson (N-P), la décision de rejeter Hy en faveur de Hj est
prise a l'aide d’une statistique T' (X1, ..., X,,), appelée statistique du test. Supposons que la
décision de rejeter Hy est prise si

T(z1,...,2pn) >c

oux = (x1,...,Ty) est un vecteur d’observations. L’ensemble
R={zcR":T(z)>c}

est la région critique du test. On rencontre alors deux types d’erreurs (de décision) :

O : état de la nature
©¢ (Hp vraie) ©1 (Ho fausse)
R | Erreur de leére espéce () Bonne décision (1 — f3)
observé : x €
R¢ | Bonne décision (1 — «) Erreur de 2eme espéce (3)

Les probabilités associées sont :

Q
—~

s
S~—

I

PQ(QJER), 0 € O
Pg(lL‘ERC), 0 €06,

™

—~~
s

S~—
I

Ainsi,
a = P (rejet de Hy |Hp vraie)

est le niveau de signification du test (probabilité de rejeter Hy alors que Hy est vraie),

B = P (acceptation de Hy |Hy fausse)
(probabilité de ne pas rejeter Hy alors que Hy est fausse) et
(1—ﬁ)(9):P9(ZBER), 06,

est la puissance du test. Généralement, « est fixé par le chercheur (souvent o = 5%), mais
est compliqué car ce n’est pas un nombre fixe (H; est composite).

Exemple 4 Un test médical est dit vrai négatif (VN) s’il indique qu’une personne n’est pas
malade quand elle ne l'est pas et fauzx négatif (FN) lorsqu’il indique qu’une personne n’est pas
malade aolors qu’elle Uest (cela correspond a Uerreur de premiére espéce). De méme, le test est
dit vrai positif (VP) lorsqu’il indique correctement qu’une personne est malade et faux positif
(FP) lorsqu’il fait l'indication inverse (erreur de seconde espéce).

Exemple 5 Une autre situation similaire est un systéme de justice ow I’'on peut condamner a tort
ou & raison une personne coupable ou innocente (quelles sont les quatres décisions possibles ?).

L’approche de Neyman-Pearson rompt la symétrie entre Hy et Hy (on ne traite pas les deux
risques de la méme maniére : compromis).



Remarque 3 Il y a d’autres approches possibles : trouwver T (X1,...,Xy) qui minimise o + f3,
par exemple.

Exemple 6 X « Bin(n = 10,p).

Hy:p=20.5
Hy:p>0.5

Supposons que R = {x : x > 8}. Alors

a=P(X>8|p=05)=0.0547

(1-p8)(p)=P(X >8]|p)

10 10 10
=(8)pwl—m2+<9>pﬂl—p%+<m>#°ﬂ—pf
= 36p'° — 80p? + 45p°

D 0.6 0.7 0.8 0.9 0.99 0.999
1—-p5 016729 0.38278 0.67780 0.92981 0.99989 1.00000

Pour obtenir une plus grande puissance (pour p proche de 0.5 :0.6), il faut augmenter n.
Exemple 7 X « Exp(0) : f(z]0) = 3e™%/%, 2,0 >0

Hy:0=2 contre Hy:0=4
n = 2 observations. Supposons que R = {x = (21,72) ER?2:95 <1 + 12 < oo}. On a

a:P(X1+X2>9.5]6?:2)

9.5 9.5—x9 1 1
=1- / / §e_x1/2§e_x2/2d$1dx2
0 0

1 9.5 9.5—x2
=1- / e~2/2 </ e_xl/Qdm) dxa
4 Jo 0

9.5
=1- 1/ e~ %2/2 (2 — 26%””26_179) dxo
0

1
C%WS%%'?5005

L. pgamma(9.5, rate = 0.5, shape = 2) = 0.04974725



Maintenant,

(1—B8)jp— 4_P(X1+X2>95|9_4)

9.5 9.5—x9
=1- / / —x1/4 _x2/4dx1d3:2

Calculs %e—% ~0.31

Note sur le calcul. Sous Hy (0 =2),

X x5 = X1+ Xo v xi = P (X1 + X2 >9.5)
=1-P(X;+X2<95) "2 0.05
E | — pehisq(9.5,4) = 0.04974725
Sous H; (0 =4),

X X1+ Xo
X ogeXthe g

2
X;+ X
= P (X1 + X2 > 9.5) =P<1‘2F2 >4.75)

*° 1
:/ e 2du = 0.31 (ou table)
a4

L1 — pehisq(9.5/2,4) = 0.3139239

Exemple 8 Test pour une moyenne (grand échantillon). Soit X une variable aléatoire de moyenne
et de variance o®. On veut tester

Hy:pu=pg contre Hi:pu> o

(1o constante donnée). On prend un échantillon iid X . .., X, issu de la loi de X. Puisque X est
un estimateur sans biais de u, une régle de décision naturelle est de rejeter Hy si T est beaucoup
plus grand que pg. Comme il arrive souvent, on ne connait pas la loi de X (ou elle est trop
compliquée). Si l’échantillon est de grande taille, on peut invoquer TCL et utiliser le fait que la
statistique

X - ro

T=m"

N (0,1) approz.



Ceci nous méne a la région critique (de rejet de Hy)

X — o
= R™ : > Za
& {xe s/ —Z}

S
Ainsi, le test rejette Hy si T est plus grand que pg d’au moins zo,——= unités. Pour approximer la
n

puissance du test, utilisons encore une fois TCL (avec o a la place de S)

-5 =P (X2 e f) =P Tk 2ok v
el )oY

g

St nous avons une idée de la valeur approximative de o, mous pourrons alors calculer approzi-
mativement 1 — 3 (). C’est bien sir une fonction strictement croissante de p.
X — 1o

S/~

Noter que X ~ N (,u,oQ), nous savons alors que T' = tn—1 et le test rejette Hy si

t > tan—1. Code R : t.test(r,mu=mu0,alt="greater").

2.1.1 Valeur-p (p-value)

Soit T'=T (X1, -+, X,) la statistique utilisée pour tester Hy : § = 6y contre H; : 0 > 6y (ou
0 < ). Le test rejette Hy pour T' > ¢ (ou T' < ¢) pour une certaine valeur ¢ (voir région critique
plus haut). Soit ' = ¢t = T ((x1,--- ,zy)) pour un échantillon particulier. Alors, on définit la

valeur-p par
p — value (t) = Py, (T < t) (resp. p — value (t) = Py, (T > 1))

Que signifie ceci? Ayant observé cette valeur particuliére de la statistique du test, on se pose
la question de savoir quelle est les probabilité (sous Hy) de faire pire (obtenir une observation
au moins aussi extréme que le t observé). Si on obtient une petite probabilité (typiquement
inférieure a «), ceci nous conforte dans notre idée de rejeter I’hypothése nulle. C’est donc une
sorte de mesure de la plausibilité de I’hypothése nulle. Attention, ceci n’est pas la probabilité
que Hj est vraie ou fausse (car il n’y a pas de probabilité pour Hy : elle est vraie ou fausse avec
certitude), ni la probabilité qu’on commet (ou non) une erreur de type 1 («, calculé en amont,
avant ’observation). Elle ne fait que mesurer combien les données effectivement observées sont
en faveur (ou non) de ’hypothése nulle.

Exemple 9 Soit X1, , Xy iid ~ N (u,0?) (02 inconnu) et on veut tester
Hy : o =30 contre Hy : p < 30

Soit

la statistique du test (on verra plus loin comment l’obtenir). Si on a obtenu T = 26.4, s = 3.5
dans un échantillon de taille n = 10 donné, alors

t = mw — 325

6



Etant donné le “<” dans Hy, la valeur-p de ce test est alors

tabl
p — value (—3.25) = P(T < —3.25 |Hy) = P (t1o-1 < —3.25) = 0.005
B pt(~3.25,9) = 0.004998685

Ici t19—1 est une variable de Student a 9 degrés de liberté.

0005

=325 ° ' : '

2.2 Vraisemblance relative

Exemple 10 Revenons a X « Bin (n = 10,p) et posons

po(ﬁ):P(XZSCIPZOE):(le);O

10

x

pr(x)=P(X =2|p=0.6)= < )0.69” x 0.410-%

Ezaminons les différents possibilités

X | 0 1 2 3 4 5 6 |7 8 9 10
10%po () 098 9.78 439 117.2 2051 2461 2051 1172 439 9.78 0.98
10%p; () 011 157 10.6 425 111.9 200.7 2509 2150 120.9 40.3 6.1

po(x)/pi(z) 9.3 6.2 41 26 1.8 1.2 08 |05 04 02 0.16

Pour une valeur x observée, la vraisemblance relative de Hy par rapport & Hy est mesurée par
po (z) /p1 (x). On voit que plus x augmente, moins Hy est vraisemblable. Pour R = {z : © > 8},
on a vu que

a=P(R|Hy)=P(X >8|p=0.5) =0.0547
B=P(R|H)=P(X <T7|p=0.6)=0.8327



On controle Uerreur de type I : on choisit « le plus petit possible (autour de 1%, 5%). On peut
faire baisser B en augmentant n.

0.25

B =0.8327 =0.0547

Exemple 11 Soit X «~ Bin(n = 3,0)

Hy:0=05
Hy:0=0.75
X |0 1 2 3

Hy:P(X[0=05) |1/8 3/8 3/8 1/8
Hy:P(X|0=075)|1/64 9/64 27/64 27/64
po/p1 8 8/3 8/9 827

Test de Neyman-Pearson (N-P) : rejet de Hy sip(z|0y) /p(x|01) < ¢ (c = constante positive).

Ceci revient o rejeter si
3\ 1 3
( )3 < c< )0.751 x 0.25%77
x) 2 T

T

1 3
=_-<c—=3">8/c

8 64
|
=T > n(8/c) =C
In3

Ceci nous méne auz 5 régions suivantes (selon la valeur de cy) :
R:{0,1,2,3},{1,2,3},{2,3},{3},0

Ezaminons tous les tests possibles (2* = 16 tests : nombre de sous ensembles de X (Q) =

{0,1,2,3}).



Test | R a=P(R|§=05) B=P(R0=0.75)
] 0 1
2 {0} 1/8 63/64
3 {1} 3/8 55/64
4 {2} 3/8 37/64
{3} 1/8 37/64
6 {0,1} 4/8 54/64
7 1 {0,2} 4/8 36/64
8 {0,3} 2/8 36/64
9 {1,2} 6/8 28 /64
10 | {1,3} 4/8 28/64
{2,3} 4/8 10/64
12 {0,1,2}  7/8 27 /64
13 | {0,1,3}  5/8 27 /64
{1,2,3%  7/8 1/64
15 {0,2,3}  5/8 9/64
{0,1,2,3} 1 0
191 ®
b4
5 @ Y [ J I
0.5
® ® °®
11@
| | T 14 16
0 0.2 0.4 06 038 1 (0%

Les tests 1,5,11,14 et 16 sont les tests de N-P. Ils sont les meilleurs parmi tous les tests de leur
niveau o. On note qu’il y a d’autres tests qui ne sont pas N-P.



2.3 Tests les plus puissants

Approche de N-P.
Supposons que nous soyons en présence de deux hypothéses simples.

1. On fixe a = P (R|6p), « petit.

2. On cherche R tel que § = P (R|f1) soit la plus petite parmi tous les tests vérifiant
P(R|0y) = a.

On a le

Théoréme 1 (Lemme : N-P). Suffisant. Le test le plus puissant de niveau «. Soit Xq,..., X, «
f(z]0) (x = (z1,...,2,)) avec les hypothéses simples

Hy:0 =0
H1:0:91

Soit a € 10; 1] fizé tel qu’il existe ¢ > 0 avec

Py (f (x60) < cf (2]61)) =

Alors, parmi tous les tests de niveau < «, celui qui maximise la puissance 1 — (3 est de la
forme

Ro={z=(z1,...,2n) : f(z]|00) <cf(z]61)}
L(0|z)

:{m:(:ﬂl,...,fﬂn)'L(Qﬂm)<c}

Preuve. On donnera une preuve dans le cas continu. Soit R un test avec Py, (R) < a. Si R = Ry,
il n’y a rien & prouwver. Sinon (si R # Ry), on a les unions disjointes

Ry = (RoﬂR)U(RoﬂRC)
et R = (RN Ro)U (RN R

N

10



et
c(Py, (RG) — Po, (R°)) = ¢(Py, (R) — Py, (Ro)) (complémentatition)
:c/f(a:|01)dx—c f(xz]61)dx
R Ro

:/ cf(x|01)das—/ cf (x61)dz
RNR§ ~——~—" RoNRe ~=—~—
<f(xl6o) >f(x160)

S/RﬂRgf(xWo)dx—/Rochf(xWo)dw

+/mRof(x|00)d$—/ROme(QCWo)dﬂf
:/f(;pwo)d:g—/ f(zlbp)dr<a—a=0
R Ro

La derniére égalité vient des relations de Chasles

R1 NR¢ R1 NR R{)

et

2.3.1 Quelques exemples

Exemple 12 Soit Xq,..., X,iid -~ N (,u, 0’3), 0(2) connue.

Ho: p=po contre Hy : p = p1 (avec py > pg)

11



Linole) _ f(olpo) _ @0 00" exp [~ 55y B (w1 - )’

Lale) ~ F@lin) (202 o5 exp [~ iy (00— )]

:exp[ ;(i i(:{:i—mf)] <c

i=1 =1

<:>Z Z(mi—u1)2>c’
=1

& Z [(,u% — 2poz; + xf) — (,u% — 21w + x?)] >

n
&> [ug— 13— 2@ (po — )] > ¢

/

20— po) T+ n (g — p3) > ¢

N———
elz>¢]

Cte
On veut obtenir le test de N-P de niveau « (petit). On choisit ¢’ de sorte que Py, (X > ") = a:

X —
M «~ N (0,1) (sous Hy : distribution nulle)
g0
Ainsi,
X _ —
P<M>Zo¢>:a<:>P X>/10+ﬂza =
(o) \/ﬁ
N e’
C”
Donc

RZ{JJER":$>M0+ 7

G

C’est le test de N-P de niveau c.
Exemple 13 Soit X1,..., X, iid -~ Exp(0), f(x]0) = %e_m/e (x>0)

Hy:0 =20
Hy : 9:91 (avec 91 > 90)

12



f(@l60) 07 exp (= 0, xi/00) (1 1
f@101) 0, exp (— S, 2:/61) <> [”“”(9 elﬂq

& nln@—nx i—— <c
01 0y 61

cte

— 1 1 /! — /1 =
ST|———|>c s> & x; >cte=K
(90 91) Zl
N——
>0

Maintenant, sous Hgy, soit o petit donné. On a

n
X,
ZZG—OZ “ Xan (utiliser MGF par ex.)

n "X, 2K
=1

=1

On prend donc

to
K ?X%n,a
Exemple 14 Soit Xq,...,X,, iid -~ N (07 02)
Hy:0? = o}
H : 0% =0} (avec a% > 0—3)

On sait que

13



Donc on rejette Hy st

Z%

%9

Exemple 15 Soit X1, ..., Xyiid «~ Bernoulli (p). Posons S =3 ;" | X; -~ Bin(n,p) et

Hy :p=po contre Hy : p=p1 (avec p1 > pog)

1—p)]”" .
p (l—po)} =

1_
mhlpO( P1)
p1 (1 —po)
—_———
<0

NEET

Ceci confirme ce que nous avons observé dans le cas n = 3.

1-— 1—p
NB. Onautzlzsé—<1 et P1 <1=1n po( )
p1 1 —po pﬂl—m)

< Ccy

Exemple 16 Soit X1,..., Xiid «~ U [0;0]. On veut tester
Hy:0 =100 contre Hy : 0 = 61 (avec 01 > 6y)

La fonction vraisemblance est donnée par
1
L@|x)= o avec 0 < zpy < z(n) <0, 0> 0.

Le test rejette Hy st
L (6o |z )
L(6:1]x)

<c

c’est-a-dire st ) est grand :
T(n) > k

(X(n) est la statistique du test). Trouvons la région critique, une fois a petit choisi. Nous savons
que la statistique T (X1, ..., Xy) = X(,) a pour fonction de densité

ntnfl

f)= HT’t € [0; 0]
Alors (sous Hy),

6o ntnfl o _ n
:P(X(n)>k‘|90):/ on dt = Ogn
k 0 0

= k=0 (1—a)/"

14



On en conclut que la région critique est donnée par

R = {xGR”::E(n) >90(1—a)1/”}

Exemple 17 Autre test. Soit X1,..., X, iid

Hy: X ~U]|0;1]
Hi: X« Ezxp(A=1)

falt) 1

H n
f (:L‘ | 1) exp (-Z.TZ)
=1
<~ Zn:xl < C1
=1

Laloide T (X1,...,Xy,) =Y i, X; est trés compliquée (sous Hp). On passera alors par le TCL.
Rappelons que si X ~ U0;1[, E(X)=1/2 et VAR(X) =1/12 et

Y—l/? Loi

vn V1/12

N (0,1)

Pour a petit donné, on rejette Hy si

T—1/2

Vi
— lefx/e

Exemple 18 Reprenons l'exemple @ ci-dessus : X «~ Exp(0): f(x|0) = 3 , x,0 >0 avec,
cette fois-ci, l'hypothése alternative suivante :

NG

< —Za

Hy:0=2 contre Hy:0>2
On dispose toujours de n = 2 observations et on supposons toujours que
R= {1:: (x1,x2) ER?:95 <z +19 < oo}

On a vu que

_

-7 2005
7 =~ 0.
« 46 ~

Maintenant, on wva voir que cette région R est la région optimale pour ce choix de o, et ce
quelle que soit la valeur de 0 > 2. Soit donc 6 = 61 > 2. Alors,

L(2|z1,29) _ (1/2)° exp (= (w1 + 22) /2)
L(0|xy,22)  (1/01)%exp (— (z1 + x2) /01)

<c

15



Prenons le log :

1
25 —2In6; + (1 +x2) (—1/241/61) <Inc

=

N >1nc—21n%—|—2ln91_
T 124160 €

/

Donc on rejette Hy quand x1 + x2 > ¢ (¢ est calculée a partir du niveau de signification ).
Pour o = 0.05, on a donc ¢ = 9.5 (comme calculé) et donc la région proposée est la meilleure,
quel que soit la valeur de 01 > 2. La puissance, pour cette région, est alors :

95 9.5—a2
1—,6(0):1—/ / %exp (_M‘é‘@)dmdm
o Jo

0 .
_ +T95679,5/9

06T

04T

02

5 10 15 20
Theta
Puissance du test

Remarque 4 Vous avez sans doute remarqué que dans chacun des exemples ci-dessus, le test
de niveau « le plus puissant dépend d’une statistique exhaustive. Ceci n’est pas une coincidence.
En effet, soit T =T (X1,...,X,) est une statistique exhaustive pour 6. D’aprés le théoréme de
factorisation de Neyman-Pearson, on peut écrire la fonction vraisemblance comme suit :

LO|x=(x1,...,2)) =9 (T (x)|0)h(x)

ot h (x) ne dépend pas de . Maintenant, le test le plus puissant rejette Hy : 0 = 6y en faveur de
Hi : 0 = 01 pour les petites valeurs de

L(bolz) _ g(T (x)100)
Ll:[z)  g(T (@) o)

ce qui est exactement le sens de cette remarque.

(<o)

Remarque 5 Le lemme de NP n’exige pas que les observables soient indépendantes ou identi-
quement distibuées. Dans la pratique, tout ce dont on a besoin, c’est une forme explicite de la
fonction vraisemblance aussi bien sous Hg que sous Hi. On en donne des exemples.
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Exemple 19 Soit X1 ~ N (,u, 02) et Xo ~ N (u,402) indépendantes. On supposera o2 connu.

Nous avons donc une situation de deux variables aléatoires indépendantes mais de lois différentes.
On veut trouver le test le plus puissant de niveau o pour

Ho:p=po contre Hy:p=py (u1 > po)

La fonction vraisemblance (une paire d’observations) est
1 1 fUl—H>2 1 1<x2—,u>2
L(plr=(x1,22)) = ——=——e€xp | —= X —————€Xp |—=
(,U,| ( 1 2)) \/ﬂO’ p [ 2 ( o m(20_) p 2 2%

1 L (i —p ? (T H ?
" 4no? eXP 2 o 20
On a alors

L (po |z) eXp{_

L(mlz) exp{_

[l () (o) (2 )

1 )
p [—402 (41 + 22) (1 — Mo)] exp [_802

NI [ N
L—
~—
8
—
Q|
=
(=
N—
N

+ | +

N N —~
8
S
=
[
SN—
N
—_
——

(=) <
S dry +x9 >k
Donc la région critique est donnée par
R= {($1,1‘2) ER?: 4z + 19 > k}
ot la constante k est déterminée par le choix du niveau o. Maintenant, la statistique
T (X1, X2) = 4X1 + Xo ~ N (5p10,200°) (sous Hy)
Par conséquent, la région critique est

R = {(IE1,$2) eR?: 4z + 29 > Sl + za\/200}

Exemple 20 Soit X = (X1, X2) suivant une loi binormale N (m =, e =02 =1,02=1,p= 1/\/5)
On veut trouver le test le plus puissant de niveau o pour

Ho:p=po contre Hy:p=py (u1 > po)

La fonction vraisemblance est

L(ple = (z1,22))

_ L exp{ — ! <x1_u1>2— 2 (961—M1)(1‘2—M2)+<$2_M2>2
201094/ 1 — p? 2(1-p?) o1 0109 02

caleuls ml/i exp {—; [(Jm - /L1)2} =2 (w1 — 1) (w2 — pi2) + (w2 — Mz)z}
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On a alors

m caleuls exp [— (331 + x9) (,U«l - MO)] exp [_ (M% - ’U’g)] <¢

S x4 x>k
Maintenant, la statistique
T(X1,X2) = X1+ Xo ~ N (2u0,2 n \/§> (sous Ho)

Par conséquent, la région critique est

R:{(x1,$2)€R2:331+(E2>2/L0+2a 2+\/§}

2.3.2 Exercices

Exercice 1 Soit Xi,..., Xpitd ~ Poi (X). Trouver le test le plus puissant de niveau o € |0;1]
pour confronter
Hy: X=Xy contre Hy : A = A1 (avec A\ > Np)

Exercice 2 Soit X une variable aléatoire observable de densité f(x). On hésite entre deux
modeéles :

fo(x):{g;lxz si welod] fl(x):{fﬁ\/;f si x€[0;4]

0 ailleurs 0 atlleurs
Trouver le test le plus puissant de niveau v € |0; 1] pour confronter
Ho: f(z)= fo(z) et Hi: f(2) = fi(z)

Calculer la puissance du test pour les valeurs suivantes de « : 0.05;0.01;0.001.

Exercice 3 Quelle est la puissance de chacun des tests des exemples[19 et[20?

2.4 Tests uniformément les plus puissants (UPP)

Nous allons voir que le théoréme de Neyman-Pearson s’applique aux tests composés unila-
téraux de la forme

Hy : 0 =0y contre Hy : 0 > 6

ou Hy : 0 < 6.
Soit X1,...,Xitd ~ N (M,O‘%), 08 connue.

Hy: = po contre Hy : pp > o

Ce test équivaut a
Hy: = po contre Hy : pp = p1 (avec py > o)

Le calcul fait dans un exemple précédent est donc valide et on a obtenu le test uniformément le
plus puissant (i.e. indépendant de pu, tant que p > po) :

R = {xeR”:x>,u,o+;%za}
On a la défintion suivante.

18



Définition 1 Dans le cas ou Hy est simple et Hy est composée, si, pour chacun des choix d’une
hypothése simple sous Hy , le test de N-P confrontant Hg a cette hypothése simple reste le méme,
alors ce test N-P est dit uniformément le plus puissant (UPP).

Remarque 6 Il n’existe pas de test UPP pour confronter
Ho:p=po et Hy:p# po

2.4.1 Technique pour décider si un test est UPP

1. Choisir le niveau « du test.
2. Trouver le test N-P pour une valeur particuliere de l’alternative composée (unilatérale).

3. Montrer que le test ne dépend pas du choix de cette valeur particuliére.
Exemple 21 Soit X,..., Xpiid ~ Exp(0). Nous avons vu que le test N-P (pour a donné) pour
Hy:0 =00 contre Hy : 0 = 61 (avec 61 > 6y)

rejette Hy si

2n " T; 9

070.’17 = 22% > X2n,a

=1
Ce résultat ne dépend pas de 01 (mais du fait que 61 > 0y). On en conclut que ce test est UPP.
Exemple 22 Soit X4,..., Xpiid ~ N ((), 0= 02). Cherchons le test UPP pour confronter
Hy:0=0¢ et H :0 <0y
Soit o1 < o9 fixé et vérifions que le test
Hy:0 =09 contre Hy : 0 = 01

est le plus puissant. Un petit calcul (exercice) montre que le test rejette Hy si

n y2 2.2
> Xi < 05X 1—a

Le test ne dépend pas du choix particulier de o1 (< og). Il est donc UPP.

2
Xn,l—a
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2.4.2 Propriété du Rapport de Vraisemblance Monotone (RVM)

Dans les exemples précédents, on a vu des tests UPP. On peut trouver des résultats généraux
si les fonctions de densité possédent la propriété du Rapport de Vraisemblance Monotone. Cette
propriété nous servira pour construire dans certaines situations le test unilatéral UPP de niveau
Q.

Définition 2 On dit que la famille {f (x1,...,2,|0 ;0 € ©)} a la propriété du RVM dans la
statistique T =T (X1, ..., X,) si VOy < 01 (deuz valeurs fixes de ), alors

L(90|$1,...,$n) _ f(xlv"'7xn|90)
L(01|$1a"'7xn) f(xlv"'7$n|91)

(fonction de T =) et

1.

=g(T (z1,...,2,))

2. g(t) décroissante au sens large
Noter que dans ce cas, la statistique T est exhaustive pour 6.

Exemple 23 Soit X,...,X,iid «~ Exp(0). On a vu plus haut que, pour T (Xi,...,X,) =

Yo X, ona
f(;l’}’e()) . (91 " 1 1
o~ (@) =~ (@-a)
=g (t) \, (décroissante)

Exemple 24 Soit X1,..., Xpiid ~ N (0 = M,UQ), o2 connu. Soit g > p donné (et arbitraire)
et T(Xl, PN ,Xn) = Z?:l XZ On a

L(po w1, ... 20) [ (m—u)]
=ex — = Tt +
L(,U1|.%'1,...,.’,Un) P o

qui est une fonction décroissante de t.

Remarque 7 Test bilatéral. Il n'existe en général pas de test UPP pour Hyo : 0 = 60y contre
Hy : 0 # 0,. Pour fizer les idées mettons nous dans le cas continu (par ezemple N (6,1)). Alors,
en effet, nous avons un test UPP pour Hy : 0 = 0y contre Hy : 0 < 61 et pour Hy : 0 = 6y contre
Hy:0 > 0q. Ces deux tests sont évidemment différents. S’il y avait un test UPP pour Hy : 0 = 6
contre Hy : 0 # 61, cela contredirait [’existence de ces deux derniers (pourquoi ?).

2.4.3 Exercice

Exercice 4 Considérons un test pour une loi exponentielle a deux paramétres :

Aexp(=A(z—0)) si x>0
fzlA0) =

0 sinon
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et considérons un échantillon Xy, ..., Xpiid «~ f(x|A=1,0). La densité conjointe est donnée
par
exp (=Y iy (w —0)) pour xq) >0
flzy,- - ,zp | A=1,0) =
0 sinon

Soit
90 < 91

Vérifier que f (z|A=1,0) est RVM.

3 Test du rapport de vraisemblance (généralisé)

On a vu qu’obtenir des tests optimums n’était possible que dans certaines situations simples.
Nous allons utiliser une approche (due & Neyman et Pearson) plus flexible, basée sur le maxi-
mum de vraisemblance. Pourquoi? On sait (chapitre 8) que les EMV ont de bonnes propriétés
asymptotiques et s’appliquent & un grand nombre de situations.

Contexte général : Soit donné X, -, X,, ~ f(z|0) ou 6 € © avec

O =0OyU 0O, ONOL =10
On veut tester au niveau a € ]0; 1]
Hy: 0 € ©g contre Hy : 6 € ©¢

La fonction vraisemblance est

LO)=LO|x1, - ,x,)

On compare ensuite supycg, L (¢), qui signifie qu'on cherche la valeur de 6 la plus favorable
a P'hypothese nulle, & supycg L (f) qui signifie qu’on cherche la valeur la plus favorable de 6
indépendamment de toute restriction. Pour ce faire, la statistique du test est définie par

_ SUPgeo, L (0)
suppeo L (0)

Noter qu’on a les inégalités évidentes 0 < A < 1. Le test rejettera Hy si A est petit. En
d’autres termes, a région critique d’un test de rapport de vraisemblance est de la forme

R={x=(z1,...,2,) e R": A < ¢}
avec ¢ > 0, ou ¢ (petit) est calculé selon le niveau « choisi. On a
(=)
A= ——"=
490
ot By = estimateur EMV sous H (i.e. dans Op) et 6 = estimateur EMV usuel (i.e. dans O).

Remarque 8 La condition que les X; soient indépendantes n’est pas nécessaire.
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3.1 Quelques exemples
3.1.1 Test sur une moyenne (variance connue, population normale)
Soit X «~ N (u,aQ), o? connu. Test :

Hy : = po contre Hy : 1 # o
On a

L(ple) = (2m) "2 (02) " exp [—;2 > (wi = u)2]

Puisque Jigp = po et 1 = X, alors
(ko

1 n n
A=) | (S - S|

=1 =1

B

1 B B 2
lnA:2< 33 ,uo ><c Sn MO) > co

Prenons le log :

o \/,;M > ¢
o
Finalement,
R_{%Rn:\/ﬁlx—ﬁmlzc}
o

Distribution nulle (sous Hy) : B
X — po

N —~ N (0,1)

Dongc, pour un niveau a donné,

/2 ‘ /2

al2 Zaf2

R= {xGR”'\f’ |>za/2}

o o
— T+ 20— = R°|=1C,_

\/ﬁ’ 0/2\/ﬁ 1-a (1)
Lorsque x € R, on rejette Hy (les données observées ne favorisent pas Hp) et lorsque = ¢ R, il
n’y a pas assez d’éléments pour rejeter Hy.

R° {meR”'\f’ |§za/} [:U—za/g
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Remarque 9 Constatons la dualité entre test et IC.

Remarque 10 Nous avons vu qu’il n’y a pas de test UPP dans ce cas.

- 2
Remarque 11 On aurrait pu utiliser Z% = (XU;O”O) “ X3

Remarque 12 L’approximation asymptotique —21In A X% est exacte ici. Nous y reviendrons
plus loin dans ce chapitre.

3.1.2 Test sur une moyenne (variance inconnue, population normale)
Soit Xq,---, X, iid ~ N (u,az), o? inconnu. Test :

Hy : = pg contre Hy : u # g

o2
S

Ho

Noter que Hy n’est pas une hypothése simple puisqu’elle dépend de o2 inconnu, i.e. fy = (,u,g, 02).
On a

L (1,0%) = (2m) "/ (%) " exp [—; (i — u)2]

Dénominateur : L (,52) usuel :

p=X
~ 1 < 2
SRR
L
Numérateur :
_ —n/2 1 —
sup ((277) "2 (62) " exp [—02 > (@i - uo)2]>
g =1
Log :
n 1 «
c— §ln02 557 (i — 1o)
=1
15) n 1 —
5ot ¢ agr ¥ g 2 — )" =0
1=
~ 2
:>{ 55 =+ >y (Xi — po)
Mo = Ho
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et alors

A= L (ﬁng(%) caléuls (1 + 1 T2) /2

L(1,0?) n—1

ou .
X —
T = =gt by
Ainsi,
1 —n/2
A:<1+n_1T2> <ce|T|>d

et

X —
R= {:c ER": |T| = \/ﬁ’SM’ > tnlw}

C’est le test de Student.
3.1.3 Autre exemple
Soit Xi,---, X, iid ~ Exp (0 = \) et considérons
Hy: X< )Xy contre Hy : A > Ag
La fonction de vraisemblance est
L) =X = (he )"

La fonction
gA\) =X A>0

atteint son maximum en A\ = 1/T car

d ()\e*)‘f) = (1-)\7) eM=0=\= %

X
i () =22 5 (),

On a le tableau de variation suivant

A 0 1/z 2/T +o0
g (N + 0 - - -
A - 0 +
(1/z)e!
g(A) / N PI
(2/7)e?
N\
0
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0 f/i 2 3 /\ 4
g(\) = e
Ainsi,
~ 1
AEVM = =
T
«t 1 1\" 1 "
sup L (A) = L (XEVM> =L <) =9 () = (6_1> , ©=]0;+00]
XSG x X X
Puisque
©o = ]0; Ao}

on a deux cas & considérer pour trouver supycg, L (A) (et par suite A).
Cas 1. Ao < 1/Z (Ao & gauche du maximum de g, voir graphe). Alors

sup L(3) = L (%) = g ()" = (hoe™7)"
AEBOQ

et on a

T swseL(N) (2o )"

Cas 2. \p > 1/T (Ao & droite du maximum de g, voir graphe). Alors

_ supyeg, L (A) ()‘06_/\0?)” = (Aofel_)‘f@)n

1
sup L(A\) =1L () =sup L (\)
PYIEN T A€O

et
Ao Supyeo, L (N) _ L(1/7) 1
supyeo L(A) L (1/2)
Finalement,
h(@)" si T<1/X\
A=
1 st T > I/AO
ou

h(t) =eXote 1, >0

Une petite comparaison avec la fonction g (t) = te™* montre que h (t) est croissante sur |0; Ao
puis décroissante.
Maintenant, pour ¢ < 1,
A<ceh(@m < Yeez<d

puisque la fonction h est croissante sur |0; Ag].
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3.1.4 Exercices

Exercice 5 Soit X1, , X, itd ~ N (,u, 02), p et o2 inconnus. Tester au niveau o € ]0;1]
Hy: 0 =09 contre Hy : 0 # 09
Réponse. La région critique du test est donnée par
{l‘ ER": (n—1)5%/02 > Xi—l,a/? ou (n—1)5%/02 < Xi—1,1—a/2}
Noter qu’il n’existe pas de test UPP dans ce cas, méme si pu est connu.
Exercice 6 Le test de l’ezemple aurait-il été différent si on avait
Hy:0=20q contre Hy : 0 > 0y ?

Ce test est-il UPP ?
Refaire le test du RVG, mais cette fois-ci pour une alternative bilatérale

Hy : 0 =0y contre Hy : 0 # 6
Que constatez-vous ?

3.2 Théoréme de Wilks

Dans les exemples précédents, on a pu obtenir la distribution nulle (sous Hy) exacte de la
statistique du test. Quand ceci n’est pas possible (trés souvent), on utilise le résultat suivant.

Théoréme 2 Sous certaines conditions de régularité, quand n — oo, la distribution nulle
Loi 9

—2InA = x:

ot r = dim © — dim Og.
Preuve. Omise. Basée sur un développement limité d’ordre 2 de | (6) autour de 6y. m

Exemple 25 Soit X «~ N (u,ag), o2 connu. On a vu que

rme [ (n(72))
=5 (= (552))

- 2
:>—21nA:n(x ,uo) X3 (sous Hy)
a0

Alors,

Maintenant, dim© =1 (droite 1) et dim©g =0 (point p) et doncr=1—-0=1.
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4 Test d’ajustement du x? (K. Pearson, 1900)

Motivation. Soit X7, ..., X, indépendantes avec X; «~ N (,LLZ',O'?). La densité conjointe est

(x = (z1,...,2n)) )
_ 1 o | LS (i
f(x)_al...an(27r)n/2 p[ 22( o )]

=1

La variable aléatoire dans I'exposant (forme quadratique)

o, Xn

=1

Il peut étre montré que (c’est essentiellement un probléme d’algébre linéaire) si les X; sont

dépendantes, alors
Zn X —m\° 2
0j

i=1

ol k = rang de la matrice de variance-covariance. Cette observation est a la base du test du
khi-deux.

Passons maintenant a une variable qui est asymptotiquement du khi-deux. Soit donc X
Bin (n,p). On a (TCL)

X — o1
y=_—2"" Lin,1)
np (1 —p)

Alors on va montrer que (ce qui semble intuitif)
%

Soit F, (y) la FR de Y. On a donc

. 1 v —u2/2
lim F, (y) =®(y) = oz e du

n—oo

Posons
et

sa FR. On a (pour z > 0)

ou



Puisque @ (y) est continue sur R, on a alors

vz 2
nh_}nolo Gn(2) =@ (Vz) =@ (—Vz) = 2/0 \/12?6_“ 12 du

_ [ 1 1/2-1_—v)2 2 _
_/0 F(1/2)21/2U e (u® =)

Ainsi,
7 =y?1 2
Maintenant,
2 _ (X —np)*
np (1 —p)
X 2 X — 2 1 1 1
X ewp)? X ewp)? 11,1
_ (X —mw) (n-X)—n(1-p)’
np n(l—p)
X1 —np1)® | (X —npa)”
_ (X1 —np1) + (X2 — np») (forme quadratique)
np1 np2

ou X1 =X, Xo=n—-X,pr=p,p2=1-p
Généralisons & une multinomiale et faisons le lien avec les tests.
Soit (X1,...,Xm) v~ mult (n;p1,...,pm). LEVM de p = (p1,...,pm) est
P=D1,---,Dm) = (X1/n,..., X /n)

Hy:p=p(0) contre Hy : p # p(0)

@Z{pZ(m,.--,pm)=0<pi<1,Zpi=1}

=1

PXy=z1,....,Xp=am) = pit X .oxpim =1L
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:2271@111%

i=1 np; (9)

O;
:QZOln L—>OZ 2 sous Hy,r=m—1—k

T’

Ici, O; = np; = fréquence observée et E; = np; (5) = fréquence espérée sous Hy et k = dim 6.
Finalement,

R = {a: eR”: —2InA > X72n_1—k,a}

Simplification heuristique.
Soit g (z) = zIn (z/x0). On a

J@ =22 fmE =1+~
T IQ Zo xg
g (z0) =1
1 1
g// (x _ Lo L _ 2t
T Ty T
g/l (x()) — i
Zo
Ainsi,
/ 17 (m - .%'0)2
g(x):g(.%'())‘Fg (xo)(l‘—l‘o)—l—g (xO)T_‘_
1
= (z—x0) + 5— (z —x0)* + ...
2z
Si Hy est vraie et n est grand, O; = E; et
m 2
- 1(0; — E;)
—2InA = 22}0 1n7'~22 Ry
7 =1

m

~ (0i — E;)° 2 L. 2

= Z# = Xcalculé = Xm—1—k (Pearson)
i=1

Exemple 26 Génotypes AA, Aa et aa avec probabilités associées (1 — 49)2, 20(1—0), 62 (0 <
0 <1), n=1029
Type | AA Aa aa Total
0O; 342 500 187 1029
E; 340.6 502.8 185.6 1029.0

§— 2275 g 4047
2n
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et B; = np; <§> :

E1 = 1029 (1 — 0.4247)% = 340.6
Eo = 1029 x 2 x 0.4247 x (1 — 0.4247) = 502.8
E5 = 1029 x 0.4247% = 185.6

Donc
3

O: — E:)?
= Z ©i— E)" _ 0.0319
i—1 Ei

Xcalculé

3
0,
Vérifions (valeur exacte) : —2In A = 2201- In EZ = 0.0319. On a
i=1 i
HO ‘p1 = (1—9)2,]92 :29(1—9),]93 :92
H;y : Toutes les alternatives
Prenons o = 0.05. Alors
R = {LIZ : Xgalculé > X%,0.0E) = 384}

Conclusion : il n’y a aucune raison de rejeter le modéle.
Cherchons la valeur-p = P (x} > 0.0319) = 0.86 >> 0.05 = a. Méme conclusion.

a = 0.05

384

Remarque sur le test d’ajustement du x2. Le cas précédent concernait I'ajustement & une
multinomiale. On peut 'adapter pour tester 'ajustement d’un échantillon provenant d’une dis-
tribution quelconque :

Hy: X « F ()

On partionne I’ensemble fondamental 2 en m cellules C1,...,C), et on pose
pjo =P (X € Cj) (sous Hy)

Si Xi,...,Xyiid «~ F (z), on a E; = npjo, ce qui nous rameéne au cas multinomial.
Deux questions se posent.

1. Comment choisir les C; 7 Souvent, il y a un ordre naturel : le plus petit possible pour
augmenter les dl.

2. Principe : chaque cellule doit contenir E; > 5 pour que ’approximation du x? soit correcte.
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