Chapitre 6. Lois issues de la loi normale

1 Rappels sur la loi normale

Le théoréme Central Limite nous informe sur le role essentiel de la loi normale en théorie statistique.
Ce chapitre a pour but de (re)voir certaines propriétés et lois issues de la loi normale, & cause de leur
importance en statistique.

Nous savons que si X ~ N (u, 02), alors

aX+b~N (au + b, a202)
(a #0) et que si X1 ~ N (/,Ll,O'%), Xo~N (/,LQ,O'%) et X1, X2 sont indépendantes, alors
X1+ Xz~ N (u1 + p2, 07 + 03)

(ceci est-il vrai si X; et Xo ne sont pas indépendantes 7).
On généralise & plusieurs variables.

Théoréme 1 Soit X1, -- , X, indépendantes et telles que X; ~ N (,ui, J?). Alors la variable

n n n
Y:ZaiXﬁ-bNN (u:Zaiui—kb,aQ:Za?(yZ)
i—1 i=1

i=1
(on suppose > 1 a? #0).
Preuve. Utilisons les FGM. Nous savons que si V ~ N (,u, 02), alors

My (t) = exp (ut + t*0?/2)

Maintenant,
n n . n
My (t) = FE (exp (Z a; X; + b) t) =F (ethe‘”Xit> ind. ethMXi (a;t)
i=1 i=1 i=1
n n n
= eth exp (a;puit + aft?o? /2) = exp (t (b + Z aiuz) + t2 Z a?af/?)
i=1 i=1 i=1

On reconnait la FGM d’une variable N (,u, 02) ]
Corollaire 1 Si Xq,---,X,, sont tid~ N (/L,UQ), alors

n

— 1
X=-) X,~N(p,0%/n)
" =1
Rappelons aussi le résultat suivant.
Théoréme 2 Soit X1,---, X, indépendantes et telles que X; ~ N (,ui, U?). Soit les variables normales

U= i aiXi

i=1

et N
V=) bX;

i=1

Alors

Cov (U, V) = Z a;bio?
i=1

2. U etV sont indépendantes si et seulement si

Cov (U, V)=0




1.1 Exercices
Exercice 1 Soit X1 ~ N (,u =302 = 5) et Xo~ N (,u =_7,0%= 2), indépendantes.
1. Quelle est la loi de U = 4X; — X2/3 7
2. Calculer Cov (U, V) ou V = X;.
Exercice 2 Soit X ~ N (0,1) et Y telle que P(Y = £1) = 1/2. On supposera X etY indépendantes et
posons V = XY.
1. Vérifier que V.~ N (0,1).
2. Vérifier que Cov (X, V) = 0.
3. Veérifier que X et V' sont indépendantes.

4. Ce résultat contredit-il le théoréme 2 ¢

2 Loi du Khi-carré, loi de Student et loi F

Les lois présentées ici ne servent en général pas comme modéles de phénoménes qu’ont veut dé-
crire/simuler. Leur importance est diie au fait qu’elles interviennent dans lanalyse des intervalles de
confiance et des tests d’hypothéses.

2.1 Loi du Khi-carré

Soit Z ~ N (0,1). Alors la variable aléatoire Y = Z2 suit une loi du Khi-carré a un degré de liberté :
Y ~ x3.
On peut faire les observations suivantes.

1. La fonction de densité de Y est

En effet, la fonction de répartition de Y est

Fy(y)=P(Z?<y)=P(-W<Z<\y)  (y>0)
=0 (Vy) — @ (—y) =20 (Vy) — 1
= fy (y) = 2\2/37 \/12?6_(\@)2/2 = résultat
2
X11




2. C’est donc un cas particulier de la distribution gamma : x? = Gamma (a = %, A= %)
3. Sa FGM est
M (t) = (1 —2t)" /2
4. Si X ~ N (11,0%), alors Z = XL ~ N (0,1) et Y = Z2 ~ X3
5. SiY1,...,Y, sont iid x? alors V =Y] +... + Y, ~ x2 = Gamma (a =5,A= %) De plus,
E(V)=n
VAR(V)=2n
My (t) = (1—2t)™/?
IR CYE) B SN
fv(v) = 2:/;{2;11:(”{12)6;/ , v>0
257 (2 +
E(VF) _ 2Tk k>0

r(z)
En particulier, sin =2, V ~ Exp (A = 1/2).
6. SiV ~x2 et W ~ x2, sont indépendantes, alors V + W ~ x2_ .
7. Commandes R : pchisq(x,n) (= P (x2 < z)), dehisq(x,n) (= f (x2 = z)), qchisq(x,n).
Exemple 1 Les commandes R suivantes permettent d’imprimer une table typique des quantiles du Khi
carré pour les probabilités 0.01,0.025,0.05,0.1,0.9,0.95,0.975,0.99 pour les degrés de liberté n =1,...,30 :

n<-1:30;p<-c¢(.01,.025,.05,.1,.9,.95,.975,.99) ;
for(r in n) {print(c(r, round(qchisq(p,r),digits = 3)))}

2.1.1 Exercices

Exercice 3 Avec les hypothéses ci-dessus (propriété 6), est-il vrai que V. —W ~x2_,. ?
Rappel. Si X ~ Gamma (a, \), alors

AQ2)*
Pl = 7

My = (525) = a-yn

fx (z) =

x>0,a,A>0

Exercice 4 Si X ~ Gamma (n, \), quelle est la loi de Y = 2XX ¢

Exercice 5 Quelle serait, selon vous, une bonne définition d’une loi du Khi carré a zéro degré de liberté ?
Indication. Voir la FGM.

2.2 Loi de Student

Définition 1 Soit donné deuz variables aléatoires indépendantes Z ~ N (0,1) et U ~ x2. Alors la

variable
T=27/\/U/n

suit une loi de Student (ou loi t) a n degrés de liberté. On écrit

T ~ty,

La densité de T est donnée par

O =—mrme o

F((n+1)/2)( t2)<"“>/2 -



Propriétés

1.

U N

2.3

f(=t) = f(t) (fonction paire : graphe symétrique par rapport a I’axe des y). Pour les petites valeurs
de n, la ’queue’ de la densité descend lentement vers I’axe des x (contrairement par exemple a celle
de N (0,1) qui contient 'essentiel de la probabilité au bout de 3 unités).

E(T)=0(n>2), VAR(T) = ;%5 (n > 2).
Sin 1 oo, la distribution se stabilise (IV (0, 1)) (convergence en loi).
Sin=1,T ~ Cauchy. Pas de moyenne ni de variance.

Commandes R : dt(x,n), pt(x,n), qt(q,n).

Loi F (Fisher-Snedecor)

Définition 2 Soit donné deux variables aléatoires indépendantes U ~ x2, et V ~ x2. Alors la variable

U/m
W=-"L"9CF, .,
V/n ’

(loi de Fisher a m et n degrés de liberté). La densité de W est donnée par

flw) = I'((m+mn)/2) (m)mﬂ /21 < m >—(m+n)/2’ w0

T T(m/2)T (n/2) \n L

08

. F1o.15

Propriétés

1.

A B o

2n? (m+n — 2)
m(n—2)% (n—4)

E(W):n’iQ(nﬂ),VAR(W): (n > 4).

SiW ~ Fy,p alors 1/W ~ F, .
Si T ~t, alors T? ~ Fy .

Si W ~ Fy,p, alors mW Lo X2, (quand n — 00).
Soit Xq,..., Xiid ~ N (,uX, 02) et Y1,..., Y iid ~ N (uy, 02) telles que les X; soient indépendants
de Yj, alors

<\ 2
LT (=X

m —
ﬁ Zi:l (Yz B Y)
Commandes R : df(x,m, n), pf(x,m, n), qf(q,m, n).

n—1m—1



3 Lois de X et 52

Soit X1,..., Xy iid N (g, 0?). On définit la moyenne et la variance empiriques (échantillonnales)

n

Y:%ZXZ-

=1

Un petit calcul montre que

1 " —2
2 _ 2
S_n—1<§ Xi—nX>
=1
En effet,

(X, - X)’=X? - 2X,X + X

n

n
=S (x-%)= (XE - 2XZ-Y+Y2)
=1 =1
n

= ixf - i2XiY—|—ZY2
i=1 i=1 =1
n n
=S x22XY Xi+nX
i=1 i=1

n n

= ZXlZ —mX’ —i—nXZ = ZXIQ —nX
i=1 i=1

= résultat

On a les résultats importants suivants.

Théoréme 3 Avec les hypothéses et notations ci-dessus,
1. X ~ N (p,0?/n)
2. E(5%) =o?
3. VAR (52) = % (,u4 — Z—j’a‘l) ot gy = F (X4)

Preuve.
1. Evident.
2.
oy 1 ~ o o2\ 1 o) n
E(S)_n_1E<;Xi nX>_n_1E<ZZ:;XZ-> n_lE(X>
1 n ) n
:n_lgE(Xf)— - E(X):n_lE(Xlz)—j(,quLag/n)
:n_1<ﬂ2+02) 1(u2+02/n): 1(M2+02 M2 02/n)
:nﬁ1<02_02/n):‘72
3. Omise.
[



Théoréme 4 Avec les hypothéses ci-dessus, on a

1. X et X; — X sont indépendantes, i = 1,...n (résultat non intuitif).
2. X et S? sont indépendantes.

3 (n—1)8%/0? ~x2_,.

Preuve.
1. Utilise la MGF conjointe (cf Rice ou remarque plus bas pour une approche directe).

2. Conséquence de 1. Mais donnons une preuve dans le cas n = 2. On a
_ _ 1 _
Xi—p=(Xi—X)+ (X —p) = 0252 = S (x-X)

X+ X X1+ X9\ 2
X — 1+ 2> <X2— 1-2F 2)

<
I e

X1- X2 (X1-Xo
_( X) ( f

(2 - 1) 202 V20
Maintenant,
X1 —Xo 52 <x1-35)2 )
——— ~N(0,1) = = ~
\/50_ ( ) (2 _ 1) 0_2 \/i(‘f X1
Par ailleurs, il est facile de voir (exercice) que
X1+ X X1 —X
R St S AN S |
o o
sont indépendantes. Puisque
X=2v,
2
ne dépend que de Y7 et
2
o
5= Y
5 12

ne dépend que de Yo, alors X et S? sont indépendantes.
3. On utilise [’égalité
Xi—p=(Xi—X)+ (X —p)
Alors (petit calcul)

> () - () ()

Le reste suit par une utilisation des FGM (voir exercice @ ci-dessus).
4. On a

T_Y—u a/f"‘N(O 1) indtdef |
S/vn S%/o% ~ X7,




Remarque 1 La propriété 4 peut servir & la construction d’un intervalle de confiance pour une moyenne
de variable X1, ..., Xpitd ~ N (u, 02), w et a2 inconnus. En effet, soit o € ]0; 1] donné et soit tn-1,a/2 le
nombre positif défini par

X —p
l—a=P (_tnfl,a/2 <T< tnfl,a/Z) =P <_tn1,a/2 < S/\/’ﬁ < tnl,a/2)

_ S — S
=P (X - tn—l,a/2ﬁ <p<X+ tn—l,a/2\/ﬁ>

Remarque 2 Intervalle de prédiction. Soit Xi, ..., Xn, Xnt+1 did N (,u, 02), u,0? inconnus. On ob-
serve Xq,..., X, et on utilise cette information pour prédire X,41. Puisque p est inconnu, on utilisera

(prédicteur naturel de Xp11)
_ 1 &
Xn=— Z; X;
1=

Rappelons que X, ~ N (u, 02/71) et que X, 41 est indépendant de X,,. Par conséquent,

Xn+1— Xy ~ N (0,07 (1+1/n))
Xn _yn
= Z=""1_2" N (0,1)

oy/1+1/n

Xn—|-1 - Xn

=~y
Spy/14+1/ !

= P (*ta/Q,n—l < T < ta/2,n—1) =1—«

=P (Yn — tajrm1 S/ T+ 10 < Xni1 < X+ tajon19/T+ l/n) —1-a

IPl—a

=T

Remarque 3 *La propriété 1 peut étre démonitrée directement en utilisant une certaine transformation
orthogonale dite transformation de Helmert. Posons

1 n
Vi=—3' X,
A
1

Yo=— (X1 - X
2 \/5( 1— Xo)
1
YE?):%(X1+X2—2X3)
1
Vi e (X4 Xp et Xa — (= 1) X,)
n(n—1)

ou les X; sont ind N (u, 02). La matrice de cette transformation linéaire est donc

L 1 1 1
Ji o Ym  Vm NG
1 0
N >

A=1 Y: 0

On a ainsi



Y; X1

Puisque la matrice A est orthogonale (exercice!), son inverse est égal & sa transposée. On en déduit

n n
X=X X=XAAX=Y'Y =) V)
=1 =1
Géométriquement, cela signifie qu’une hypersphére (sphére dans R™) dans le repére des x; reste une sphére

dans le repére des y; quand on lui imprime une rotation orthogonale. Le jacobien de cette transformation
est la matrice J = At avec |J| = 1. Maintenant, la densité conjointe des X; est donnée par

n

e, m) = <\/§0>_nexp [—i (x? — ;i +M2)
1

On en déduit (formule de transformation) la densité conjointe des Y; :

g(y17"' 7y’fl) :f(xl (y17"' 7yn)7"’ 7xn(y17”' 7yn))|J|

= <\/§a> - exp [— 2(172 (Z Y2 — 2uy/nyr + nﬂ2>]
i=1

N

On voit que les Y; sont indépendantes. De plus, Y1 ~ N (\/ﬁu,UQ) tandis que Yo, -+, Y, ~ N (0,02). A
partir de ceci, la propriété 1 est immédiate (exercice).
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