Les parties marquées d’une astérisque (*) sont facultatives.

Chapitre 5. Théorémes limites

Motivation
Convergence (divers types)
Loi faible des grands nombres

Loi forte des grands nombres*
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Théoréme Central limite

1 Motivation

Une part essentielle de I'inférence statistique est le comportement des suites de variables
aléatoires : c’est la théorie asymptotique (en probabilité).

Idée de base : étant donné une suite de variables aléatoires X, - -, X,,, que peut-on dire
de son comportement quand n devient suffisamment grand (tend vers l'infini) 7 En analyse ma-
thématique, les choses sont simples : on dit que la suite numérique {x,},~, converge vers un
nombre z si pour tout € > 0, on a |z, — | < € dés que n est suffisamment grand. Par exemple,

sizy=x9=...=2x, =...=x, alors on a trivialement
lim z, =«
n—oo
Mais en probabilité, les choses sont un peu plus compliquées. Soit par exemple X1, .-, X, iid

~ N (0,1). Peut-on dire que
lim X,, =X ~N(0,1) 7

n—oo
Mais nous avons
P (X, =X) :T/P(Xn =) fx, (z)dz=0 Vn
R
Il faut donc introduire des définitions spécifiques (rappelons qu’une variable aléatoire est une
fonction Q2 — R).

Deux cas importants seront a noter : la Loi Faible des Grands Nombres et le Théoréme
Central Limite.

Au-dela de 'aspect purement mathématique, pourquoi, d’un point de vue pratique, est-il
important d’étudier le comportement de suites de variables aléatoires 7 Souvent, on dispose d’un
échantillon iid

X1, X,

et on s’intéresse & une fonction
YTL = SO(X]J 7Xn)

de cet échantillon. Des exemples courants sont la moyenne empirique

Xt X
a n

Xy



ou la variance empirique

n

§2= L3 (x - X,

n—1
k=1

On voudrait connaitre, idéalement, la loi de Y;, (appelée distribution d’échantillonnage, cf. cha-
pitre ultérieur) et, parfois on peut la trouver de maniere exacte. Par exemple,

siles X; ~ N (u,a2) , alors X, ~N (,u, az/n) )

Malheureusement, la plupart du temps, il est impossible d’obtenir la loi de Y,, au vu de sa com-
plexité. Ceci nous méne & voir son comportement asymptotique (quand la taille de I’échantillon
augmente indéfiniment). On utilisera alors cette loi limite comme approximation de la loi de
Y, (par exemple, le théoréeme Central Limit nous dit que pour n assez grand, la loi binomiale
peut étre approximée par la loi normale). Mais méme cette approche n’est parfois pas possible
pour donner une approximation utile (taille de I’échantillon trop petite, probléme trop compli-
qué, etc.). Dans ce cas, on utilise une simulation (méthode de Monte-Carlo) car la plupart des
ordinateurs d’aujourd’hui sont assez puissants pour une telle approche. Enfin, signalons que dans
les applications concrétes, on ne sait pas grand chose sur les variables Xj. Nous reviendrons sur
ces sujets ultérieurement (cf. chapitre estimation). Ce chapitre-ci est plus concerné par 'aspect
mathématique (outils théoriques) du probléme. D’autres définitions (et résultats) seront données
plus tard.

Exemple 1 Soit Xi,---, X, @id ~ U[0;1] et soit Y,, = X1 + -+ + X,,. Trouver les lois de Ya,
de Y3 et de Yy.
Réponses Voici les densités respectives

Y si ye€0;1]
v () = 2—y St y € [1;2] (loi triangulaire)
0 ailleurs
10T
y
05T
0.0 + } + } + } + y
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
X
fY2 (y)
y?/2 si y € [0;1]
fya (y) = —y? + 3y —3/2 si y € [1;2]
BUWITY 22 -3y+9/2 si ye (23]
0 ailleurs
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st (y)

y* /6 si. yel0;1]
—y3/2 +2y% — 2y +2/3 si y € [1;2]
fay) =4 v*/2—-4>+10y—-22/3  si  ye[2;3
—3/6 + 2y? — 8y + 32/3 si y € [3;4]
0 ailleurs

05
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fva (y)

On se rend vite compte que plus n augmente, plus la loi devient compliquée. Il n’y a pas si
longtemps, on a utilisé Z = Y12 — 6 pour simuler une variable N (0.1) : on génére 12 nombres
aléatoires selon une loi uniforme sur [0; 1], on les additionne puis on soustrait 6 au total. Pouvez-
vous donner une justification ¢

Exemple 2 Soit X1, , X, iid (discrétes) distribuées selon la loi

X ‘ 1 2 3 ‘ Total
px | 1/2 1/4 /41
E(X)=7/4 Var(X)=11/16

et prenons Y, = Y X1--- X, (moyenne géométrique). Trouver la loi de Yo = /X1 X2, de Y3 =
2 2
YX Xy Xy WD ST (m2tns)? _ 3529 19103 4 3 123 = 0.2212 : 0.44794

Y, |1 V2 V32 V6 3 | Total
Py, | 4/16 4/16 4/16 1/16 2/16 1/16 |1

Vs |1 V2 V3 V4 Ve 2 V9 V12 V18 3 | Totdl
Py, | 8/64 12/64 12/64 6/64 12/64 1/64 6/64 3/64 3/64 1/64 |1

Pour les mémes raisons que dans l’exemple précédent, la loi de Y, devient trop compliquée a
mesure que la taille de I’échantillon augmente. Cependant, si on prend le log :

1 n
InYy, = n;lnXk =InX



on pense au Théoréme Central Limite et donc, pour n assez grand, In'Y,, suit approrimativement
une lot normale N (,u =0.44794,0% = 0.221 2/n) On peut également faire une simulation comme
dans ’exemple précédent : on génére n (disons n = 100) nombres aléatoires x1,-- - ,x, selon la

loi des X;, puis on prend leur moyenne géométrique y, = /x1---x, et on répéte le processus
un grand nombre N de fois (disons N = 100000 ). L’histogramme des valeurs obtenues sera une

approximation de la loi de Y.

N=100000,n =100

o — r[—"\

Densité
4
|

0.3 0.4 0.5 0.6

InY _n

1.1 Exercice

Exercice 1 Soit X1, -+, X, iid ~ U [0;1] et soit Y,, = /X1 -+ X,,. Trouver la loi de Ys.

Pour conclure cette introduction, si on s’intéresse a la probabilité d’un événement particulier
P (Y, € E), il faut trouver o~ (E) = {(21,- ,zn) ER" : ¢ (x1,--+ ,x,) € E}, puis calculer la
probabilité de cet événement. Ceci est généralement trop compliqué et il faut passer par une
approximation ou une simulation.

2 Convergence (divers types)

2.1 Convergence en probabilité et loi faible des grands nombres

Définition 1 Convergence en probabilité (ou stochastique). La suite de variables aléatoires (Xy,),>;
(toutes définies sur le méme espace §2) converge en probabilité vers une constante c si

Ve>0, lim P(|X,—c/>¢€) =0
n—oo
Plus généralement, la suite (Xn)n21 converge en probabilité vers la variable aléatoire X si

Ve>0, lim P(|X,—X|>¢€=0



Notation :
X, L c
X, 5 x
Remarque 1 En d’autres termes, X, X si

Ve, >0, IN(,0):n>N=P(|X,—X|>¢€ <0

Ceci nous dit que l’événement E,, = {|X,, — X| < €} est réalisé avec une probabilité supérieure
a1 —46 a partir d’un certain rang N. Ceci ne nous dit pas que les événements E, sont réali-
sés sitmultanément avec une probabilité supérieure & 1 — §. Cette exigence est satisfaite par la

convergence presque sire (plus loin).

Remarque 2 La convergence en probabilité est a la base de la justification de lutilisation de la

méthode des sondages pour estimer un pourcentage.

Exemple 3 Soit Xi,..., X, iid ~ U[0;1] et soit Y, = X(;) = min{Xj, X,
Ya 20. En effet, soit € > 0. Alors, de toute évidence,
P(Y,|>e)=P(Y,>€)=0 sie>1
Prenons donc 0 < e < 1. Alors
ind.

P(Y,>¢)=P(tousles X; >¢) = (1—¢€)" — 0

n—oo

Exemple 4 Soit X1,..., X, iid ~ U[0;0] et soit Y, = X,y = max{X1, Xo,...

allons montrer que Yy, L9, Soit ¢ > 0. Alors,
P(Y,=0>e)=PO0—-Y,>e)=PY,<0—¢)=0siec>0
Prenons 0 < e < 0. Alors

n—oo

P (Y, <0 —¢€) = P(tous leinSQ—e)igl' <l—g)n — 0

oo, X} Alors

, Xn}. Nous

Théoréme 1 Loi faible des grands nombres (LFGN). Soit X1,...,X,, iid avec E(X;) = p et

VAR (X;) = 0?. Posons X, = %2?21 X;. Alors X, Lt w. En d’autres termes,
Ve > 0, limP(‘Yn—u‘ze)zo
Preuve. On a (inégalité de Chebyshev) :

Y 2
p(‘yn_u‘>6)ngi =0

62 n62 n—oo

Remarque 3 La condition d’existence de la variance n’est pas nécessaire. C’est
grands nombres de Khinchine.

la loi faible des



Exemple 5 Simulons la loi faible pour une variable normale centrée réduite. Voici un code R :

## Générons N = 100000 tirages d’une loi normale centrée réduite et examinons
## les moyennes empiriques pour n = 1 :N. Faisons 9 expériences indépendentes
par(mfrow=c(3,3))
N <-100000; a <- 10
for (iin 1:9) {
z <- rnorm(N,0,1)
n <-¢(1:N)
## Calculons la somme cumulée et divisons par la taille de [’échantillon
zbar<-cumsum(z)/n
# Tragons le vecteur des N moyennes empiriques contre la taille de I’échantillon
plot(nfa :N],zbar[a :N] type="1")
# Tragons une droite horizontale en y = 0
abline(h=0)
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Exemple 6 Méthode de Monte-Carlo. Le but de la méthode est de trouver une approrimation
de l'intégrale

1
I<g>:/0 g () dz = E (g (X))

ou X ~ U [0;1]. On génére une suite iid X; ~ U [0;1] (i =1,...n) et on calcule l'approximation

12

To)=T(g) =5 > g(X)

car I (g) LNy (9) (en supposant g continue).

Noter (pour ceur qui ont suivi un cours de méthodes numériques) qu’il y a une branche
des mathématiques dédié & des calculs de ce genre (calcul scientifique, analyse numérique). Des
logiciels (comme MATLAB) ou des languages informatiques (comme R ou Python) intégrent ces
techniques de calcul.




Remarque 4 Le fait que les X; aient la méme loi n’est pas une condition nécessaire. On a la
version plus générale suivante (preuve similaire).

Théoréme 2 Soit (X,),~; une suite de variables aléatoires indépendantes (toutes définies sur
le méme espace Q) telles que E (X;) = p; et VAR (X;) = o2. Posons

n

— 1
Xn=— Z X;
=1
et
g
My = E i
i=1
Si .
Jm a2
alors

Ve>0, lim P(|X,—m,|>¢ =0
n—oo

Théoréme 3 Conditions suffisantes de convergence en probabilité. Si la suite de variables aléa-
toires (Xy),~, vérifie

1. lim E(X,)=c

n—oo

2. lim VAR(X,) =0

n—oo
Alors b,
X, —c

Preuve. Conséquence immédiate de l'inégalité de Chebyshev. m

Exemple 7 Supposons que X,, ~ Bin (n,p). Alors la fréquence relative du nombre de “succés”
converge en probabilité vers p :
Xn P
n
En effet,
1. E(X,/n)=p — p
n—oo

2. VAR(X,/n)=P1=P)

n n—00

0

Ce résultat justifie 'approche fréquentielle des probabilités (a opposer a l'approche bayésienne,
par exemple).

. . P ) A
Remarque 5 Attention, si X,, — ¢, ceci n’entraine pas que E (X,) — ¢ comme le montre
n—oo
l’exemple suitvant. Prenons
X | 2

P

= o

S|+
3+ 3

On voit bien que X, L 0, mais que E(X,)=n — oo.
n—oo



Exemple 8 Autre exemple.

343

Ici, X, T8 1, mais E(X,)=2—-1/n — 2.

n—oo

Remarque 6 Une formulation plus générale de la convergence en probabilité est la suivante. On
dit que la suite de variables aléatoires X, converge en probabilité vers la variable aléatoire X si
la suite X,, — X converge en probabilité vers 0 :

P P
X, 2 XX, — X >0
Dans ce cas, les conditions suffisantes du théoréme ci-dessus deviennent :

1. E(X,—X) — 0

n—oo
9. VAR(Xp—X) — 0 —An—&X
n—oo
Théoréme 4 de continuité (Slutsky).
1. X, 5 c P

; | = ¢ (Xa) 5 0 (0
. @ est continue en c

Preuve. Rappelons que ¢ est continue en ¢ signifie que Ve > 0,35 > 0 tel que
[z —c| <d=]p(x)—p(c)| <e

Ceci entraine

P(lo(Xn) =@ (c)| <€) 2 P(|Xn —c| <9)
pour n assez grand (rappelons que A C B = P (A) < P(B)). Maintenant,
X, Le=V5>0:1> lim P(|p(X,) —@(c)] <€) > lim P(|X,—c|<8) =1
n—oo n—oo
[ |

Remarque 7 Ce théoréme est valide dans le cas vectoriel (deux variables ou plus). On a alors :

1L X, 5 X ,
2. Yngy = ¢ (Xn, Yn) = 0 (X,Y)
3. ¢ est continue en (X,Y)

o P P
Ainsi, si on a par exemple X, — c et Y, — d, alors

1. aX, +0bY, L ac + bd

2. XY, —cd
X
3. 2251 e+0)
C
L 2P px, =0 =0ete0)
o == = =
X, - n et c

5. V/Xn 5 Ve (X >0 pp)



Exemple 9 Supposons que X, ~ Bin (n,p). On a vu plus haut que

Xn P
oSy
n
On a également
X X
— (1 - ") Lp1-p)
n n

I~

Exemple 10 Supposons que X1, ..., Xyiid ~ U [0;0]. On a vu plus haut que X,y = max (X1,...,Xp)
0. Soit ¢ (x) = \/x. Puisque c’est une fonction continue, on en déduit que

0 (Xny) = /X = V0

Voyons comment on peut démontrer ceci directement (sans utiliser Slutsky) a partir de la défi-
nition. Soit donc € > 0. On a
\/é - X(n) > 6)

P (F i) -
(4550 (V0 f5) e (404 f5)

P
P

=P (0 Xpy > e(VE+ /X))
P

puisque nous savons que X () L.
Exemple 11 Fonction de répartition empirique.
Fy (2) = F ()

Ce résultat est o la base du test de Kolmogorov-Smirnov.

Remarque 8 Rappelons que si x1,...,x, sont des données obtenues a partir d’un échantillon
aléatoire de taille n d'une loi F' (), et x(1) < ... < x(,) sont les données ordonnées, alors
0 s T < (1)
pn(z) =4 i/n si zp <z <z
1 s T <

2.1.1 Exercices

Exercice 2 Soit X,, ~ U [0;1+ 1/n?]|. Montrer que X, LEX~U [0; 1].

Exercice 3 Evaluer lintégrale suivante par la méthode de Monte-Carlo :

1
I = / cos (x2) sin (m4) dx
0

Exercice 4 Soit X1, -+, X, iid ~ Exp (A = 3). Montrer que pour n suffisamment grand, on a
P(Xi+- -+ X, <n/2) >0.999. Vérifier avec une simulation.

10



2.2 Convergence en moyenne d’ordre k&

Soit k € ]0; 00[. La suite de variables aléatoires { X, },~; converge en moyenne d’ordre k vers

la variable aléatoire X si

lim E (an - X|k) —0

n—oo
On écrit alors

k Lk
X, —> X ou X, =X

Un cas particulier important est £ = 2. On dit alors qu’on a une convergence en moyenne quadratique
(d’ordre 2). Noter que dans ce cas (k = 2) :

E [(Xn - X)Q] = VAR (X, — X) + [E (X, — X)]?

On retrouve ainsi les deux conditions suffisantes de convergence en probabilité vues plus haut.
On a ainsi le

Théoréme 5
Pyl b E(X,—X) = 0
"R 9 VAR(X, - X) — 0

n—oo

Exemple 12 Soit X,iid ~ Bernoulli (p) et X, = %Z?:l X, leur moyenne empirique. Alors

R 2
XnL—>p.

k
Remarque 9 En fait, il peut étre facilement montré que s’il existe k > 0 tel que X, L X, alors
X, 2 X. En effet, il suffit d’appliquer l'inégalité de Markov :

‘Xn - X|k)
ek oY

E(
P(|Xn—X|Ze):P(|Xn—X]kZek) <

2.3 Convergence presque siire*

Définition 2 Soit donné une suite de variables aléatoires {X,}, -, et une variable aléatoire X
toutes définies sur le méme espace probabilisé (Q,E, P). Soit [’événement

A:{wEQ:Xn(w) — X(w)}

n—oo

(convergence ponctuelle). St P (A) =1, on dit que la suite {X,,} converge presque sirement (ou
avec probabilité égale a 1) vers la variable X . Notation :

x, 28 x

Remarque 10 Le théoréme de contituité (Slustky) est valide pour la convergence PS : si X, i

X et p(x) est continue, alors ¢ (Xy,) i v (X).

On admettra le résultat suivant.

11



Théoréme 6 La convergence presque sire entraine la convergence en probabilité.
PS P
X, - X=X,—-X

Remarque 11 Attention, la réciproque de ce résultat est fausse comme le montre [’exemple
sutvant.

Exemple 13 Soit X1, Xo, ..., X, iid de méme loi

Xn |0 1
P |[1-1/n 1/n

Soit0<e<1. Ona

1
P(|X,|>e)=P(X,=1)=— — 0
n n—oo
Donc
X, 50
Noter qu’on peut aussi utiliser
1. E(X,)=— — 0
nvﬁfm> 1
2. VAR(X,)=—-— 5 — 0
n< n—oo

La suite {X,, (w)} est donc juste une suite de 0 et de 1. Pour qu’elle converge vers 0, il faut qu’il

n’y ait qu’un nombre fini de 1 (en d’autres termes, a partir d’un certain rang, il n’y a que des
0). Posons
E,={w: X, (w)=1}

ZP(En):Z%:oo

n>1 n>1

On a

(série harmonique). Un théoréme (Borel-Cantelli) nous dit qu’alors une infinité de E,, sont réa-
lisés. Ceci entraine que

P (X, converge) =0 et X, 5 x

(ne converge pas PS).
On a les résultats suivants.

Théoréme 7 La suite Xp 25 X & Vk =1,2,3,. ..
. 1 :
lim P (|Xn - X| > 7 bour certains n > N> =0

N—oo

ou, de maniére équivalente,

1
lim P X,—X|>-|=0
S (sggl ’ '—k>

12



Théoréme 8 *des trois séries de Kolmogorov. Soit {Xn},~, une suite de variables aléatoires
indépendantes et soit Y, la troncation de X,, de niveau ¢ > 0 :

X, si |Xpl<c
Y, =
0 st |Xul>c
Alors 37 | X,, converge PS < 3¢ > 0:

a. > P(Xu|>e) <00
n=1

b Y E(Yn) <o
n=1

c. Z VAR(Y,) < o
n=1

Exemple 14 Nous savons que la série harmonique diverge :

1—1—1—1-14-14- —i—l—l— =+
stgtgt-t_ t... =+
et que la série harmonique alternée converge :
1 1 1 (-1t
l--+-—-—-4+...4———+...=1n2
2+3 4+ + - + n

Que se passe-t-il si on attribue les signes + et — de facon aléatoire en jettant une piéce de
monnaie équilibrée ¢ En d’autres termes, on demande la convergence (ou divergence) de

X1+X2—|—X3+X4+...+Xn—|-...

ot X, = £1/n avec probabilité % et sont indépendantes. Prenons ¢ = 2, par exemple (dans le

théoréme). On a alors Y,, = X, pour tout n. Ainsi, tous les termes de la série a. sont nuls. De
plus E (Yy) =0 (condition b.). Enfin, (condition c.)

VAR (Y,) =E (V) = % =Y VAR(Y,) < o0
n=1

2ot o0 ;. .
Donc la série ) ° | X, converge PS : c’est un événement certain.

2.4 Convergence en loi
Définition 3 Soit ¢ une constante réelle et soit la fonction

0 st z<c
F(x) =
1 st z>c¢
Alors on dit que F (x) est la fonction de répartition d’une variable aléatoire dégénérée (ou loi de
Dirac) X
P(X=c¢)=1

(toute la masse de probabilité est concentrée en c).

13



Définition 4 Convergence en loi. Soit (X;,),~; une suite de variables aléatoires avec fonction
de répartition F,, (x). Soit X une variable aléatoire avec fonction de répartition F (x). Alors

X, WX e lim F,(z) = F ()

n—oo

auzx points de continuité de F (z).

Remarque 12 Supposons que X, Lot x i F (x) est continue sur tout R, il peut étre montré
que la convergence de la suite F, (z) est uniforme. En d’autres termes :

lim sup|F, (z) — F (z)|=0

Remarque 13 Dire que la suite X,, converge en loi vers la variable dégénérée X = c équivaut
& dire que pour toute fonction continue et bornée g,

lim F (g(Xn))=E(g(c)) =g(c)

n—oo
Voir également le théoréme de Slutsky.
Exemple 15 Soit X, ~ U [0;1] did et Y, = X(,) = max {X1,...,X,}. On a
" siox € [0;1]

Fy,(x)=F,(z)=< 0 si 2<0
1 st r>1

On a ‘
v, “y

1 s12 z>1
lim F), (z) = Fy (z) =

e 0 si z<1

On voit que Y est dégénérée (P (Y = 1) =1). Noter qu’il n’y a pas de convergence en x =1 (ce
n’est pas un point de continuité de Fy (z)).

Exemple 16 Reprenons l'exemple précédent (X, ~ U [0;1] iid) et Y, =n (1 - X(n)). On a

Fy, (@)= P(n(1=X@) <2) =P (X =1-7)

. 0 st v <0
—1-P(x,y<1-2)=
1-— ( — %) si x>0
On voit immédiatement (pourquoi ?) que Yy, LY « EBap (A =1). Le graphe de Fy, (x) montre
que la convergence est trés rapide.

14



Exemple 17 Soit X, ~ N (0,02 = 1/n). Alors X, Loty En effet,

1 st >0

Xn z — nr) — x) =
o S ) = (V) 2 P 0 si w20

Fn(m):P(Xn<x):P<
Noter que x = 0 est un point de discontinuité de F (z) et que F, (0) = 1 # F (0) =0 Vn.

Exemple 18 X,, ~ N (u, 02). Alors Y, =Y 1, X, ne converge pas en loi. Notons d’abord que
Y,~N (nu,naQ). Ona:

y—np
F —P(Y, <y)=®
v ) = P <) = (1)
On voit que la limite, quand n tend vers l'infini, dépend du signe de . Considérons les trois cas
possibles.
Cas 1 : > 0. Alors

Jin o )= Jim @ (V28] <@ (o0) <0

Cas 2 : p=20. Alors

lim Fy, (y) = lim <\/gi) =d(0) :%

n—o00 n—o00 no

Cas 3 : p < 0. Alors

lim Fy, (y) = lim @ <y\}”“> =& (+00) =1

n—00 n—00 no

On voit que dans les trois cas, il n’y a pas de convergence en loi (voir la définition d’une variable
dégénérée plus haut).

Remarque 14 Ne pas confondre la convergence en loi avec la convergence en probabilité. Voir
l’exemple suivant.

Exemple 19 Soit X,, = X ~ N (0,1) et Y = —X. Il est évident que (pourquoi?)Y ~ N (0,1).
On a, pour tout v € R,
Fx, (x) =@ (z) = @ (—z) = Fy ()

et alors '
X,=xYy-—x

Mais X, = X ne converge pas en probabilité vers Y = —X. En effet, soit € > 0 donné,
lim P(| X, —Y|>¢) = lim P(]2X]|>¢€) = lim P(|X|>¢/2)
=2 lim (1-®(¢/2))=2(1—P(e/2)) #0
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Le lien entre la convergence en loi et la convergence en probabilité est fourni par le résultat
suivant.

Théoréme 9 Convergence en probabilité = convergence en loi (dans le cas dégénéré :

Loi P
X, Zce X, > e).

Avant de démontrer ce théoréme, rappelons que pour tous événements A et B, nous avons
A=(ANB)U(ANB) = P(A)=P(ANB)+P(ANB)
<P(B)+P(ANB) (puisque ANBC B)
Maintenant, soit X et Y deux variables aléatoires et ¢ et € deux nombres, avec € > 0. Posons
A=“X<, B=“Y<c+¢
Alors, en tenant compte de I'inégalité ci-dessus,

P(X<¢)<P{Y <c+e)+P(X<cnNY >c+e)
=PY <c+e)+P(X<cnNX-Y < —¢)
<PY<c+e)+P(|X-Y|>¢

Passons a la démonstration du théorégle. Lo
Preuve. Soit (X,), >, telle que X,, — X. On veut montrer que X,, = X. On a (en utilisant
I'inégalité et en adaptant les notations)

F,(z)=P (X, <x)

P(X<z+4+e)+P(|Xp,—X|>€e)=F(z+¢€) +P(|X,—X|>¢)
F,(z)=P(X,<z)>P

<
>P(X<z—¢)+P(|X,—X|>¢)=F(x—¢)+P(|X,—X|>¢)

oll z est un point de continuité de F' (x). On a alors

lim F,(z) < F(zx+e)+ lim P(| X, —X|>¢)=F(x+e)

n—oo

et
lim F,(x) > F(zx—¢€)+ lim P(|X,, —X|>¢)=F(x—¢)
n—oo n—oo

En d’autres termes,
F(x—e¢e) < lim F, (z) < F(z+¢)
n—oo

Puisque x est un point de continuité de F', on déduit que
lim F, (z) = F (x)
n—oo

]
On a les résultats utiles suivants.

Théoréme 10 1. (Slutsky) X, L x = g9(Xp) Loy g(X) (ou g est continue). Ce résultat est
valide dans le cas de plusieurs variables.

2. X, -V, Boety,y=x,%y.

16



% X, X eV, Be= X, 4V, "W X +cet XV, XX,

i X B x=x, 9 x.

Preuve. Admis. m
Exemple 20 X}, ~ Pareto(1,1) iid :
11— L st x>0
0 sinon

Soit Y, = nXq)y =nmin{Xy,..., X,}. Ona

x T 1
P(Yn f)zp X :P(X 7):1—F .
> (X > z) > @ = pour x> 0
Ceci donne )
Fy, (z) = "
0 sinon

On a, pour tout x > 0,

n—oo

1
lim Fy, (z) = lim [1 - (7

oY ~Exp(A=1) et on a

y, Wy

On a la conséquence utile suivante.
Corollaire 1 Si a, T +oo (suite de réels) et ay, (X, —c) Log X, alors X, L (en pratique,
souvent a, = /n: TCL).

Preuve. On a 1

X, —c=—a, (X, —¢)
an
Appliquons le théoréme précédent (point 3) :
Loi .
a”(XTi_C) - X 4 (Xn—c)L—>m0 = X, 5S¢
150

an

Remarque 15 Contrairement a la convergence presque stre et & la convergence en probabilité,
la convergence en loi n’est pas stable par addition, c-a-d si X, Lot X et Y. Lo Y, cela n’entraine
pas que Xy, + Y, Lot x +Y. Pour le voir, prenons X, =Y, = X pour toutn etY = —X. Il est

évident que X, Lol X et Y, Log Y, mais que X,, +Y, ne converge pas en loi vers X +Y = 0.
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Théoréme 11 (de continuité). Soit F, (x) une suite de fonctions de répartition avec FGM
M, (t). Soit F (x) une fonction de répartition avec FGM M (t). Alors, si

lim M, (t) = M (t)

n—oo

dans un voisinage det =0, on a
lim F, (z) = F (x)

aux points de continuité de F (x) (i.e. X, Loy X).
Exemple 21 Soit M, (t) = (q —i—pet)n ot q=1—p (donc X, ~ Bin(n,p)). On a
M, (t) = (q —|—pet)n = (1 —p+pet)n = (1 +p (et — 1))"

Supposons que limn—>%o (np) = A > 0. Alors,
p—)

M, (t) = (1 + % (e — 1)>n — M) = ()

n—oo

Donc
Lot

X, = X ~ Poi()\)
Exemple 22 Soit X,, ~ Poi(\,) ou A\, est une suite croissante (A, — o0). On a E (X,) =
VAR (X,) = \,. Posons
Xp = E(Xn) X — A
VAR (X,) Van

n:
On a

Mx, (t) = (e 1) = My, (t) = e ™V My, (\/t)\i> =V exp (An (et/m N 1))

Prenons le log :

In My, (£) = =t/ An + A (( ) 1)
A=t D + Ane VA

Utilisant

on a

In My, (t —tv/ A+ An . v 41 i +...
RV A

An =tV A+ A HEV/A e 1—ti L

t2 1 1t4

3'\ﬁ +..

18



Puisque A, — 00, on trouve
n—oo

t2
lim In Mz, (t) = 5 = lim My, (t) = e!’/?

n—oo n—oo

Done Z, %% Z ~ N (0,1).

2.4.1 Exercices

Exercice 5 Etudier la convergence en loi de la suite X,, ~ U [=1/n;1/n].

Exercice 6 La définition de la convergence en loi est basée sur les fonctions de répartition.
Qu’en est-il des densités ou des fonctions de masse ? Considérons la situation suivante : soit la
suite de fonctions de masse (de variables dégénérées)

1 st r=2+1/n
0 ailleurs

Pn (96):{

On a bien
0 si z<2+4+1/n

F"($):{1 si x>2+1/n
1l est clair que
. 0 st <2
han(J:)—F(x)—{l si @3>0

n—oo

Nous avons donc une convergence en loi vers une variable dégénérée concentrée en x = 2. Pour-
tant, pour tout x € R,
lim p, (z) =0

n—oo

qui n’est pas une fonction de masse.

Exercice 7 Soit X,, de fonction de densité

[ 1—cos(2mnx) st x € [0;1]
In (@) = { 0 ailleurs

1. Veérifier que pour tout 0 < x < 1, la suite fy, (z) est divergente.

2. Montrer que

X, X ~U[0;1]

3 Loi forte des grands nombres*
On a les deux résultats suivants (dus & Kolmogorov).

Théoréme 12 Soit (X;),~; une suite de variables aléatoires indépendantes telles que E (X;) =
j2% et VAR (Xz) = 0'1-2. Si

w‘:w

o0
g,

E < o0
n

n=1
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(converge), alors
n

1 PS
*E (Xi—pi) =0
n

=1

Théoréme 13 Soit (X;,),~, une suite de variables aléatoires iid avec E (X;) = p. Posons X, =
LS X;. Alors

Xnigu

Remarque 16 Si F (X,,) (X,iid) diverge, la suite X, présente des variations brusques et ne

converge pas en général. Cependant, si X, > 0 et E(X,) = +0o, on peut montrer que X, il
+oo. Faire une simulation (avec Cauchy par exemple).

4 Théoréme Central Limite

Nous donnons ici la version la plus simple (il y en a plusieurs).

Théoréme 14 Central limite (de Lindeberg et Levy). Soit Xy, ..., Xy did avec E(X;) = p et
VAR (X;) = 0?. Posons X, = %2?21 X;. Alors, Vo € R,

. Xn—p 1 o g
lim P22 L <) =@ (z) = — v/

Yn — K Lot
— Z ~N(0;1
YN (0;1)
Preuve. On peut utiliser la FGM des X; si elle existe. Voir Rice pour les détails. Noter que
Uexistence de la FGM n’est pas une condition requise dans le théoréme. m

En d’autres termes,

Remarque 17 Remarquer qu’avec les hypothéses de théoréme on a X, Lt w. De plus, puisque
O (x) est partout continue, la convergence en loi est uniforme sur R.

Xn — K
a/vn
buée N (0;1) ou, ce qui revient au méme, que X, est approzimativement normalement distribuée
N (u;a2/n) pour n suffisamment grand. De plus, ce théoréme nous dit que la vitesse de conver-

gence est approzimativement égale a \/n car

Remarque 18 Le TCL nous dit que Z, =

est approzimativement normalement distri-

Xp—p
o/vn o

Comme on connait rarement o (et 1), nous verrons plus tard qu’on peut remplacer (sous certaines
conditions) o* par la variance empirique (échantillonnale)

S n-—1
i=1

On peut aussi (ce n'est pas évident) remplacer o par S, = /S2. On a alors la version suivante.
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Théoréme 15 Avec les hypothéses du TCL,

X — U Loz
Sn/v/n

Exemple 23 Soit X; ~ U[0;1]. On a donc E(X;) = § et VAR(X;) = 5. Posons S, =
Yoy Xi. Pour n suffisamment grand, Sy, suit approzimativement la loi N (2, 12) En particulier,
Si12 —6 =~ N (0;1). En pratique, on génére 12 nombres aléatoires iid U [0;1]. Ils nous donnnent

1 nombre aléatoire =~ N (0;1). Cette technique a été utilisée jusqu’a une période récente.

Z ~ N (0;1)

Exemple 24 Reprenons l’exemple précédent (X; ~ U|0;1]) et soit Y; = g(X;) ou g(z) est
une fonction donnée telle que folg(x)2 dx < oo (par exemple g (z) = 23, g(z) = H%, g(z) =
In(2+x), ete.). Alors le TCL nous dit que si n est assez grand, la variable 7 =1 Z? DY

suit approrimativement une loi N (,u,a2) avec | = fo r)dz et o? fo 2dz. En
pratique, si la fonction g (x) est trop compliquée, on procede par une szmulatzon de Monte Carlo.

Exemple 25 Approzimation de la loi binomiale. La premiére version historique du TCL est
spécifique a cette situation (théoréme de de Moivre-Laplace). Soit X;iid ~ Bernoulli (p) et X,, =
%Z?:l X la moyenne empirique du nombre de succés. Pour n assez grand et ¢ > 0, on a

G

Puisque p(1 —p) < 1/4, alors

(st 55) (S o) (] o=

:p(\xn—p} > VP TP p(l_p)> ~2(1—(c))

> NP (Zy>c)=2(1—-(c))

1_

n

P(}Yn—p

> 55 ) <2(1-2(0)
Cette borne est toujours meilleure que celle fournie par l'inégalité de Hoeffding (cf chapitre4) qui
dit
— c
P (’Xn —p‘ > 2\/ﬁ> < 2exp (—02/2)

Faire un graphe superposant 2 (1 — ® (c)) et 2exp (—c*/2).

Exemple 26 Un événement E a une probabilité égale a p = % de se réaliser. On veut répéter
une expérience aléatoire (de Bernoulli) n = 20 fois. Trouver la probabilité que ’événement se
réalise au moins k =9 fois :

~ (.748 28

8
P(S0>9)=1-P(Sp<8)=1-Y_
k=0

£ pbinom(8,20,0.5, FALSE) = 0.7482777

20\ 1 392313
k )220 524988
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Awvec la loi normale (en utilisant la correction de continuité) :

-1 D=1
P(S20>9):P(520>8-5):1—P(520<8.5)=1—P<520 S 0>

Vi T Vb

bH—1
1-9 (8 > 0) =1-0.25117=0.74883 (3 décimales)
VB

£ pnorm(8.5,mu, s, FALSE) = 0.7488325

Exemple 27 Approzimation de la loi de Poisson. Soit X ~ Poi (A =20). On a

30 20k
P(20<X<30)=e ) S 2051627
k=20

£ ppois(30,20) — ppois(19, 20) = 0.5162681

Maintenant,

P(20§X§30)=P(19.5§Xg30.5):p(19-5—20 _X-20 _ 30-5—20>

V20 T V20 T V20

b =2 19.5 -2
= (3050> -0 (950> =0.99056 — 0.45549 = 0.53507
V20 V20

L pnorm(30.5, 20, sqrt (20)) — pnorm(19.5, 20, sqrt (20)) = 0.5350698

Exemple 28 Mesures répétées. On veut mesurer une certaine constante inconnue . On la
mesure n fois : X1, -+, Xpn. En supposant l'absence de biais dans linstrument de mesure, on a

E (X;) = u. On sait (LFGN) que X, T w. L’inégalité de Chebyshev donne une borne de l’erreur
commise, mais le TCL fait beaucoup mieuz :

<o =Bl <om) = (im) o (i)

(i)

Prenons n = 30,0 =1,e¢ = 0.5. Alors

0.5
1/4/30

Si on veut fixer une valeur mazimale tolérée (marge d’erreur) pour €, on peut alors calculer la
valeur minimale de n pour réaliser 'objectif.

P(\Xn—u\<e)§2<1>< >—1_2(0.99692)—1—0.99384

Exemple 29 Soit X1,..., X5 un échantillon de taille n = 15 issu d’une loi de densité
f (x) = 322 pour x € [0;1] (0 ailleurs).

Trouver une approximation de P (3/5 <X< 4/5) ot X est la moyenne empirique.
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Que dit TCL pour un échantillon de taille aussi petite (n =15) 2 On a (petit calcul)
E(X;)=3/4
Var(X1) =3/80
= FE (X) =3/4 et Var (X) = 1/20?

On a alors
3/6-3/4 _X-3/4 _4/5-3/4
P(3/5 <X <4/5) = < 1/20 1/20 1/20 >
—3/4
- < 1/20 <1>
TCL
~ (1) - o (-3)
20840

Puisque ’échantillon est plutdt petit, faisons une simulation R :

## Faisons une simulation de z-bar N = 100000 fois
## et sauvegardons les résultats
N <-100000; n <- 15; zbar<-c(1 :N)
for(iin 1:N) {
sample <- runif(n)
sample <- sample~(1/3)
sampmean <- mean(sample)
zbar[i] <- sampmean
/
## Cherchons la proportion des moyennes empiriques
## qui se trouve dans lintervalle (3/5,4/5)
upper <- zbar < (4/5)
lower <- zbar > (8/5)
mean(upper*lower)
> 0.83517

Remarque 19 Il existe une version multivariée du TCL.

4.1 Meéthode delta

Théoréme 16 (Mann-Wald). Soit (a,) une suite de réels tels que a, 1 +0o et (X;) une suite

de variables aléatoires telles que

an (X, — ) 2 X

ol ¢ est une constante et X une variable aléatoire. Soit g une fonction de classe C* (contindiment
différentiable) dans un voisinage de c. Alors

an (9(Xn) — 9(0) 23 g () X
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En particulier, si a, = /n et X ~ N (0,02), alors

Vit (g (Xn) = 9.(0)) 22 N (0,029’ ()

ou, de maniére équivalente,

Jh (M) Lol N (0,1)

Preuve. Faisons un développement limité (Taylor) d’ordre 1 dans un voisinage de ¢ :
g@)=g(+@—-0cg()+R(z)  (R= reste)
avec lim, .. R (z) = 0. Puisque X, il ¢, alors (théoréme de continuité)
g(X) B R(e)=0

On a ainsi le développement

avec

et (Slutsky)

[ |
Exemple 30 Soit X,, la fréquence relative du nombre de succés dans n essais indépendants de
Bernoulli. Trouvons la distribution asymptotique de g (X,) = 1/X,.

Posons p = P (succes). On a g’ (p) = —1/p? et (TCL)

Vi (X, —p) 22N (0,p(1 —p))

(L ysy (015)

Xn P p

Exemple 31 Soit Xi,---,X,, @id ~ Exzp(A=1/0), ic f(x) = %e‘x/e, x>0,0>0. On sait
que B (X;) =0 et Var (X;) = 6. Donc (TCL)

Donc

Vi (X —0) 22 N (0,6%)
Considérons maintenant la transformation g (z) = \Jz et Y, = g(X) = VX. Puisque ¢ (z) =

1/ (2y/x), alors A
NG (ﬁ— \/é) Loi N (0,60/4)
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Remarque 20 Si ¢’ (¢) = 0 dans le théoréme, alors ¢’ (¢) X = 0 et la loi limite est dégénérée
(Dirac), ce qui nous dit que g (X,,) converge plus vite vers g (c). Il suffit alors de faire le dévelop-
pement limité & d’ordre supérieur ¢ 1, jusqu’au premier terme non nul. Par exemple, supposons
que

v (X, —1) 2 N (0,1)
avec ¢’ (1) =0 et g" (1) # 0. Alors (prewve heuristique),

1
X, =1+ —N(0,1
n +ﬁ( )

et

g+ h)=g(1)+ 5" ()1

D’ou
1 1, 1 2
sz (14 =N 00) 2o+ 50" 1) (N 0)
= g()+ g ()
Ou encore,
n(g(Xa) —g (1) = 16" ()]
Finalement,

2n Loi 9
g W) =9 ) =
La loi x? (Khi-carré a un degré de liberté) sera vue dans un chapitrer ultérieur.

Remarque 21 1] existe une version multivariée de la méthode delta. Nous [’omettrons ici.
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