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1 Variable aléatoire

Considérons une boite contenant trois boules rouges et deux boules blanches. On tire, sans remise,
trois boules I'une aprés I'autre. Une question qu’on se pose, a priori, est : combien aura-t-on tiré de boules
rouges a la fin de cette expérience ? Si on désigne par X ce nombre, il est clair que X est aléatoire (on
ne sait pas avec certitude quelle valeur il va prendre). Cependant, on sait quelles sont les valeurs qu’il est
susceptible de prendre : 1,2 ou 3. A chacun de ces nombres, on associe une probabilité puisque chacun de
ces nombres correspond & un événement lié & notre expérience :

"X =17 & 7On tire une boule rouge”

etc. Pour préciser notre pensée, introduisons un ensemble fondamental 1ié & cette expérience (R ="Boule
rouge" et B ="boule blanche") :

Q = {RBB, BRB, BBR, RRB, RBR, BRR, RRR}

Nons avons donc les correspondances

X 1 2 3 Total

Evenement | {RBB, BRB, BBR} | {RRB, RBR, BRR} | {RRR} | Q
1ipa 321,231,213 3 322,322,232 6 321 1

Probabilit¢ | $13+315+343=10 | 513 s13T543=10 | 313~ | 1 |

Nous voyons ainsi que X peut étre interprétée comme une fonction réelle ayant pour domaine ’ensemble
fondamental €2 :

X:0O—R

w—Xw) ==z

w | RBB BRB BBR RRB RBR BRR RRR
X| 1 1 1 2 2 2 3

Définition 1 Etant donné un espace probabilisé (Q,E&, P), une variable aléatoire est une fonction
X:Q—R
A chaque valeur z prise par X, on associe une probabilité
px)=P{weQ: X (w)=z}=P(X =1x)

qui est celle de I'événement "X = z" (nécessairement sous-ensemble de €2). Cette probabilité p (z) vérifie
les deux propriétés suivantes :



1. p(xz) > 0 (car c’est une probabilité).

2. ) . X(Q) p(xz) = 1, puisqu’'on exhauste tous les événements inclus dans Q (la fonction p crée une

Noter que X (2) est ’ensemble des valeurs prises par la variable X (image de 2 dans R par la fonction

partition de 2).

X). Dans 'exemple ci-dessus, X (Q) = {1,2,3}.

Nous appellerons p (x) la fonction de masse associée a la variable aléatoire X . La donnée d’une variable
aléatoire X et de sa fonction de masse déterminent complétement la variable et permet de laisser I’ensemble
Q (et Pexpérience aléatoire sous-jacente) en arriére plan. Dans notre exemple, nous résumons ceci dans le

tableau de distribution suivant :

X 1 2 3 || Total
3 [§] 1
P(®) | 35 | 10 | 10 1
Pos
04
0.2
ooy
10 15 20 25 30
X

Code R
valeurs <- c(1, 2, 3)
prob <- ¢(3/10, 6/10, 1/10)
plot(valeurs, prob, type = 'h’, xlab = ’x’, ylab = 'p(x)’, ylim = ¢(0,1),

main = ’Fonction de masse’, lwd=5, col = 'red’)

2 Fonction de répartition

La fonction de répartition associée a la variable aléatoire X est définie par

2.1

AN e

F:R —[0;1]
x— F(zx)=P (X <x)

Propriétés
Continue a droite : lim,_,,+ F (z) = F (a)
F(—00) =limy_oo F (z) =0et F (+00) = limy_, 400 F' (z) = 1.
Croissante (au sens large) : a < b= F (a) < F'(b), pour tous a,b € R.
P(a< X <b)=F () — F(a).
Pour tout b € R,
P(X=b=F(@) —F ()
ou F'(b™) =lim,_,;- F (x). La probabilité en x = b n’est pas nulle §’il y a un saut en b.
Pour tout a € R,
P(X>a)=1—-F(a).
Pour tout a € R,
P(X<a)=F(a").

Ainsi, si F est continue en a, alors F (a) = F (a™) = F (a™).


asus
高亮


8. Pour tout a € R,
P(X>a)=1-F(a").

Exemple 1 Reprenons l’exemple ci-dessus. On a

X 1 2 3
36 1

P(ﬂf) @ @ ?8
F(z) | i 10

}

Exemple 2 On considére une boite contenant N boules numérotées de 1 a N. On en choisit au hasard n
(1 <n < N), sans remise. Soit X le numéro mazimum obtenu. Trouver la fonction de répartition de X.

Réponse Il est clair que X est concentré sur les nombres n,n + 1,...,N. Considérons I’événement
"X < k. 1l est équivalent a I’événement "Tous les numéros sortis sont < k. Pour réaliser cet événement,
il faut et il suffit de prendre un sous-ensemble de n éléments dans l’ensemble {1,2,...,k}, c’est-a-dire

N
une combinaison de n éléments parmi k. Il y a facons de faire cette opération. Comme il y a ( )
n

sous ensembles de taille n parmi N éléments, la réponse est alors
k
_\n
- (N
n

Exemple 3 On considére la fonction de répartition de la variable aléatoire X :

,k=n,n+1,...,N.

0 st r<—1

.2
F(z) = 1 2x
1 St x> b.

st —1<xz<b

2. Vérifier que P (X = 51) + P(X > b) =

Réponse

1. Montrer que —1 <b <0
1

b2
+ 5.

N[

1. Par hypothése, b > —1. Maintenant, pour x > —1, la fonction 1_2352 (parabole) est croissante et posi-

tive tant que x < 0, puis elle décroit. La valeur mazximale permissible pour b est donc 0 puisqu’une
2
fonction de répartition est non décroissante.l_;

Yoro

U




2. OnaP (X = lFTl) =0 car F est continue en ce point (milieu de b et de —1). Il reste

P(X>b)=1-P(X<b=1-F(b")

1 — 22 1 — b2
—1— lim — % —1—
xr—b— 2
_1+@
2 9

C’est tout simplement la valeur du saut vertical quand on passe de b~ a b.

3 Variable aléatoire discréte

La variable aléatoire X est dite discréte si ’ensemble image X () = {z1,x2, ...} est dénombrable (on
supposera toujours les x,, ordonnés par ordre croissant : z; < zg < ...). On dit que le support de 2 est
Iensemble {z1,z2,...}, ou que X est concentrée sur x1,xa, .. ..

La fonction de répartition d’une variable discréte est une fonction en escalier.

3.1 Fonction de masse

C’est la fonction associée a la variable aléatoire discréete X et définie par
p: R —[0;1]

x—>p(x)—{ P(X=x)size X (Q)

0 sinon

3.1.1 Propriétés
Lop(x)=0
2. >, p(xn) =1
3. p(zn) = F (zn) — F (zn-1)
4 F(xn) = 3 icp P (i)

)

. Probabilités totales. Pour tout événement E :

P(E)=YP(X e B)= Y P(B|X = 2,)p ()

Exemple 4 On lance une piéce de monnaie réguliére une fois. Soit X le nombre de piles obtenus. Trouver
la fonction de masse de X.

Réponse Il est évident que X ne peut prendre que deuz valeurs (c’est lindicatrice de l’événement

"pile") : 0 (on obtient face) et 1 (on obtient pile). La fonction de masse est immédiatement donnée sous
forme de tableau :

X |o
p(z) | 3

Exemple 5 Reprenons l'exemple du mazximum ci-dessus. Nous avons vu que la fonction de répartition

est donnée par
k
n

()

H Total
|1

N =

,k=n,n+1,...,N.
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On en déduit la fonction de masse

() G
-1
pk)=F(k)—F(k—1)= " 5 nJ_ "N  k=nn+1,..., N.
n n
On a utilisé la propriété du triangle de Pascal
()= ()60
= +
n n n—1
Maintenant, on peut trouver la fonction de masse directement sans passer par la fonction de réparti-
tion. En effet, ’événement ” X = k" signifie que le plus grand numéro tiré vaut k. Ce numéro étant fizé,

les n — 1 autres numéros sont tous inférieurs a k, donc entre 1 et k —1. Il y a < B 1) facons de faire
n [e—

ces choix. La réponse finale est donc

(k_l)
n—1
pk)=P(X=k)=—=<%,k=nn+1,...,N.

()

Exercice 1 Reprendre l’exemple ci-dessus ou, cette fois-ci, X est le plus petit des n nombres.

3.1.2 Exercice

3.2 Lois discrétes usuelles
3.2.1 Bernoulli X ~ Bernoulli(p)

Considérons une expérience aléatoire ot on s’intéresse a la réalisation (ou non réalisation) d’un événe-
ment donné A (de probabilité p = P (A)). Une telle expérience est dite de Bernoulli. Soit X l'indicatrice
de A, c’est-a-dire la variable aléatoire qui prend la valeur 1 si A se réalise et 0 sinon. La distribution (loi)
de X est donnée dans la table suivante :

X |o 1 | Total
p@) [p g=1-p[ 1

On peut résumer ceci comme suit :

3.2.2 Loi binomiale X ~ Bin (n,p)

On répéte une expérience de Bernoulli n fois (n est un nombre fixé a ’avance) de maniére indépendante
et dans des conditions identiques (jet d’une piece de monnaie, d’un dé, etc.). Soit X le nombre de succes
obtenus au bout des n épreuves. 1l est clair que X est concentrée sur les entier 0,1,...,n. On a donc

X=> X
i=1
ou les X; iid ~ Bernoulli (p). La distribution de X est

p(k)=P(X =k) = <Z)pk(1—p)n_k, k=0,1,...,n
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Exemple 6 Tirage avec remise. Une urne contient r boules rouges et b boules blanches. On en tire, avec
remise, n. Quelle est la probabilité d’obtenir k boules rouges ?

Réponse Manifestement, nous avons n épreuves de Bernoulli ot "succés” = "tirer une boule rouge”
etp= TLH,. La réponse est donc

Commandes R

— Fonction de masse : dbinom(x, n, p)
— Fonction de répartition : pbinom(x, n, p)
— Graphe : plot(). Exemple : n = 20,p = .3.

n<-20;p<-03;x<-0m
plot(x,dbinom(x, n, p), main = "Loi binomiale Bin(n=20, p=0.3)’, type = 'h’, ylab = 'p(x)’)
abline (0,0)

3.2.3 Loi géométrique X ~ Geo (p)

On s’intéresse a la réalisation d’un certain événement S (succes). On répéte une expérience de Bernoulli
autant de fois qu’il faut, et ce jusqu’a ce que S se produise. Si, a chaque épreuve, on a p = P (5), et si X
désigne le nombre d’épreuves, on dit que X suit une loi géométrique. On écrira X ~ Geo (p).

I1 est clair que X est concentrée sur les entiers 1,2, ... . L’événement "X = k" (k = 1,2,...) est réalisé
si et seulement si on a une séquence de k — 1 échecs suivis d’'un succés. La distribution de X est

p)=P(X=k) =(1-p 'p, k=12
Il est intéressant de noter la propriété suivante :
PX>k=0-pF, k=12
On peut 'utiliser pour montrer que la loi géométrique n’a pas de mémoire :
P(X>n4+m|X >m)=P(X >n), n,m=12,---

Exemple 7 On lance une piéce de monnaie réguliére jusqu’a obtention de pile. Trouver
1. La probabilité que le nombre de lancers dure indéfiniment.
2. Qu’il faille un nombre pair de lancers.
3. Qu’il faille un nombre premier de lancers.
Réponse 1l s’agit évidemment d’une variable géométrique X ~» Géo (p = %)
1. 0 de toute évidence.
2. On veut

S Px=20)=Y p®t=pg Y ()"

k=1 k=1 k=1

Pour p = %, on a donc

comme on pouvait s’y attendre.
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3. On ne peut pas calculer la valeur exacte de cette probabilité (bien qu’elle soit bien définie). Quelle
est la difficulté ?

3.2.4 Loi binomiale négative X ~ NB (r,p)

eme «

Nombre d’épreuves jusqu’au r succeés” dans une suite d’épreuves de Bernoulli.

p@)=P(X =)= <f:i>pr(1_p)$—r r=rrtl,..

Commandes R : dnbinom(x,r,p) et pnbinom(x,r,p)

3.2.5 Loi hypergéométrique (tirage sans remise)

Une boite contient r boules rouges et b boules blanches (N = r + n = nombre total de boules). On
en tire n au hasard sans remise (par exemple d’un seul coup) et soit X le nombre de rouges parmi les n
tirées. On dit que X est une variable hypergéométrique. Sa fonction de masse est

r b
() (k)
)
n
Exemple 8 Capture-recapture (estimation d’un paramétre par maximum de vraisemblance). Voir exer-
cices corrigés (et le chapitre 1).

p(k) =P (X =k) =

k=0,1,--- ,min(r,n)

3.2.6 Loi de Poisson X ~ Poi()\)

Modélise le nombre d’arrivées d’événements “rares”.
N A\
p(k):P(X:k):ﬁe ) k:071727"'
La paramétre A > 0 est le taux d’arrivées par unité de temps.
Commandes R : dpois(x,lambda) et ppois(x,lambda)

Approximation de la loi binomiale Soit X ~ Bin (n,p). Sip (ou 1 —p) est “petit”, on peut utiliser
la loi de Poisson comme approximation de la loi binomiale (A = np). Plus précisément, si on fait tendre
n — +00, p — 0 tout en gardant np = A constant, alors il est facile de montrer que

)\k

>pk (1 _p)n_k - Fei/\ k= 07 1727 Tt

n

p=rx=n-=(]

Exemple 9 Quelle est la probabilité que, dans un groupe de n personnes, il y ait au moins une qui soit née
le 1er janvier ¢ On ignorera les années bisextiles et on suppose que la probabilité de naitre est équiprobable
sur les 365 jours.

Réponse. Clairement, p = % = probabilité de naitre le 1er janvier. Si X est le nombre de personnes
nées le ler janvier, on a (en supposant l'indépendance)

n 1\" 364\"
P(X>1)=1-P(X=0)=1— C1—p)" =1-(1-=—) =1-(==
(X2 1) c=0=1-(3)Pa-n (1-3%) (3)
. 0
Pogs‘m _ (np) o~ — ] _ g—1/365
0!
Prenons n = 50. Alors la loi binomiale donne
364\ _
PX>1)=1- 365 = 1 — pbinom(0, 50, 1/365) = 0.1281817

et Uapprozimation de Poisson donne

P(X >1)&1—e/35 =1 _ ppois(0,50/365) = 0.128178
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Processus de Poisson Modele important. Compte le nombre d’“arrivées” dans un intervalle (aire,
volume) [0;¢] :

At)*
p(k:):P(X:k):( )ei)\t7 k:071727'”

4 Variable aléatoire continue

4.1 Fonction densité

Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F'. On dit que X est une (absolument) continue
51l existe une fonction f (z) > 0 telle que

F(g;):/;f(u)du

Plus généralement,
P(XeE):/Ef(u)du
pour tout E tel que X1 (E) € €. La fonction f (z) s’appelle fonction de densité de X. Elle vérifie les
propriétés suivantes :
flz) =0.
2 f(u)du=1.
Pa<X <b)=[]f(udu=F(b)—F(a).
. F'(z) = f (z) pp (presque partout).

Les deux premiéres propriétés définissent complétement une densité.

Exemple 10 Soit la densité
azx? sur [—1,1]
0 ailleurs

ro={

Quelle est la valeur de la constante a ¢

Réponse On doit avoir
“+o0 1 9
/ f(u)du—/ aa:de:§a:1.

—0o0 —1

Donc a = % Noter que

0 51 r< -1
Fz)=4 32°+3 si —1<z<1
1 si x>1

Exemple 11 Soit la fonction de densité (de X ) suivante

3/4 six € [0;1]
f(x)=1% 1/4 siz € [2;3]
0 ailleurs
1. Vérifier que f est bien une fonction de densité.
2. Trouwver la fonction de répartition correspondante.
3. Calculer P (% <X < %)
Réponse

1. Clairement, f > 0. La seconde condition & vérifier est que l’aire totale sous le graphe de f est égale
a 1.Ce qui est évident.



2. Il suffit d’intégrer la fonction f(x). Le calcul (exercice) donne :

0stx<0
- 3z/4 six € [0;1]
F(m):/ f(u)du= 3/4 six e [1;2]
o0 x/4+1/4 six € [2;3]
lsiz>3

3. On a (puisque F est continue partout sur R)

P 1 < X< ? =F § — F 1
2 2 2 2
4.2 Lois continues usuelles

4.2.1 Loi uniforme X ~ U [a; ]

Concentrée sur [a;b]. A pour densité

.
@) = b_asmce[a,b]
0 ailleurs
La fonction de répartition est donc
0 st r<a
F(z) = ZZ:Z st x € [a; b
1 st x>b

Commandes R : dunif(x,a,b) (densité), punif(x,a, b) (FR), qunif(q,a,b) (quantile d’ordre ¢ € ]0; 1[)

Exemple 12 Soit X ~ U [0;2]. Trowver : a) P (X >3);b) P(X >1]X > 1).
Réponse On a

0six <0
F(z)=<% /2 siz € 0;2]

1six>2
On demande

a) P(X >1/2)=1-F(1/2)=1-1/4=3/4.
b)

P(X>1|X>1/2)=1-P(X<1|X>1/2)
P(1/2<X <1)
P(X >1/2)

=1-
PO -F(X>1/2) 2

P(X >(X>1/2) 3
4.2.2 Loi exponentielle X ~ Exzp (A =1/0)
Concentrée sur [0; 00[. A pour densité

Ae A% si z>0

f(x) =

0 sinon
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Propriétés
1. F(z)=1—¢e pour z > 0.
2. P(X >x)=e 72
3. Absence de mémoire : P(X > s+t | X >s) =P (X > 1).
4

. Lien avec le processus de Poisson.

4.2.3 Loi Gamma X ~ Gamma (o, \)
Dépend de deux parameétres positifs « et A\. Sa densité est

A a=1_—Jz
—— (A\2)" e Msiz >0
fw=4 T

0 ailleurs

Ici,

est la fonction Gamma (définie pour o > 0). Elle vérifie notamment les propriétés suivantes.
1. T'(a+1) =al (a).
2. I'(n+ 1) = n! si n est un entier positif.
3. T'(1/2) = /.

Commande R : dgamma(x,shape=a,scale=03) (5 = 1/)) (densité¢), pgamma(x,shape=a,scale=0) (8 =
1/A) (FR), qgamma(g,shape=a,scale=3) (8 = 1/A) (quantile d’ordre q).

Cas particuliers
1. Si a = 1, on retrouve la loi exponentielle.

2. SiA=1/2 et a =r/2, ou r est un entier positif, alors nous avons une loi du Khi carré a r degrés
de liberté : x3.

3. Si a = r (entier positif), on a la loi d’Erlang (utilisée dans les files d’attente).

4.2.4 Loi normale X ~ N (,u, 02)

Dépend de deux parameétres p et o (o > 0). Sa densité est donnée par

[ @) = ! (w A )2 cR
xT) = exp | —= , x
2o P 2 o
Le graphe de f est symétrique par rapport a la droite = p et a deux points d’inflexion en p + o.
La regle des 3 sigmas dit :

P(|X —p| <o) =68%
P (X — p| <20) = 95%
P(|X — | < 30) = 99.7%

En fait, pour 20, on a la valeur plus précise (et trés fréquente)
P(|X — u| £1.960) = 95%

Commande R : dnorm(z,u, o), pnorm(z,u, o), qnorm(q,u, o).

10
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Variable centrée réduite

Elle suit une loi normale N (1 = 0;0 = 1).
La fonction de répartition de la variable centrée réduite est notée

<I>(x)=P(X§x):\/127T/_;eXp (—;u2> du

Théoréme de Moivre-Laplace Si X ~ Bin (n,p) avec n grand, alors on a 'approximation

bh— 1 —mp— X
Pla<X<b=o bonmpty —® a=nP T3
VTPq V1Pq

Exemple 13 Prenonsn =20 et p = % Alors

20\ /1\? 46189
( 0) (10) (2) 262 144 0.176:20

= dbinom(10, 20, 0.5) = 0.1761971

Awvec lapproximation ci-dessus, avec np = 10 et npg = 5,

P(X=10)=P(9-5§X§10.5)&@(10'5[;10) _¢<9-5\/—510>

= pnorm(10.5, 10, sqrt(5)) — pnorm(9.5, 10, sqrt(5)) = 0.1769367
= $(0.2236) — ® (—0.2236)

=23 (0.2236) — 1

Table 9 % 0.5885 — 1 = 0.177

4.2.5 Loi béta
Dépend de deux parameétres positifs o > 0 et 5 > 0. Concentrée sur |0; 1[.

r (Oé —+ B) xa—l (

[ (o) T (B)

Si o = B =1, on retrouve la loi uniforme. Utile dans ’approche bayésienne.
Commande R : dbeta(z,a, 3), pbeta(z,a, 3), gbeta(q,a, 3).

1—xz)P7, z €]0;1]

f(x) =

4.2.6 Loi de Cauchy

Sa densité est
1 1

;7]_4»_%2’ xER

fla) =

5 Fonction d’une variable aléatoire

La variable Y est une fonction de la variable X : Y = ¢ (X), X concentrée sur un intervalle I.
Fy(y)=P (Y <y)=P(g(X)<y)
Dans le cas continu, si g est strictement monotone sur I, la fonction de densité de Y est donnée par

Fr (o) = |2g <y>] Fx (5~ ()

Généralement, dans le cas continu, il est plus simple de passer par la fonction de répartition.

11
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Exemple 14 Soit X ~ N (0,1). Trouver la loi de Y = X?2.
Il est clair que siy <0, Fy (y) =0 (Y est concentrée sur [0;400]). Soit donc y > 0 donné. On a
F(y)=PY <y =P(X?<y)=P(-/y<X <y
=2 (Vy) -2 (=vy) =22 (Vy) - 1

fr (y) =2 (jyﬁ) x (Vi) =2 <2;y> <J127re_y/2>
SR S S (V) ek
RN T T(1/2)

On reconnait une loi Gamma (o = 1/2,A = 1/2) = x3.

On en tire la densité :

—-y/2

5.1 Exercices

Exercice 2 Montrer que si X ~ N (0,1), alorsY =oX+pu~ N (u, 02). Généraliser : si X ~ N (u, 02),
alors aX + b~ N (ap+ b,a%c?) (a #0).

Exercice 3 Montrer que si X ~ U [a;b], alors Y = b 2~ U[0;1].
Exercice 4 Montrer que X ~U [0;1] & (1 — X) ~ U [0;1]

Exercice 5 Soit X continue avec FR F (X). Montrer que ¥ = F (X) ~ U|[0;1]. Cecz est utilisé pour
générer des nombres aléatoires de loi de X. Exemple X ~ Exp()\), i.e. F(z) = e (x> 0)
=U= @ ~ Ezp (A).

6 Quantiles

Les quantiles (ou percentiles) d’une distribution sont des caractéristiques facilement interprétables.

Définition 2 Soit 0 < p < 1 donné. Le quantile d’ordre p de la distribution d’une variable aléatoire X
est une valeur x, telle que P (X < x,) <p et P(X < x,) > p.

Remarque 1 Sip =1/2, Ty = q2 est la médiane (ou le second quartile). Le premier et le 3eme quartiles
sont respectivement x4 = q1 €t T34 = q3. La différence q3 — q1 est le rang interquartile.

Remarque 2 Commande R : quantile(z,...)

7 Quelques rappels de calcul

Il est utile de rappeler quelques résultats de calcul souvent utilisés en statistiques.

Sommes finies de puissances d’entiers

Zk— (n+1)
ZkQ n(n+1)(2n+1)
Zk3 2(n+1)?

Zkz4 —n (n+1)2n+1) (3n2—|—3n— 1)
Des formules générales existent (utlhsent les polynomes de Bernoulli).
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Sommes infinies de puissances d’entiers (séries) Posons (fonction dzéta de Riemann)

C(p) = L

np
k=1

Alors ¢ (p) converge si et seulement si p > 1. On sait en particulier que

_ 1,
4(2)—67T
¢(3) = 1.2021

N
¢(4) 90"
¢(5) = 1.0369

_ 1 6
C(6)_945

Limites et séries

lim (1 + f)n =e”
n

n—oo

Si f(z) est une fonction n fois différentiable sur un intervalle ]a; b[ telle que f(*~1) (z) est continue sur
[a; b]. Soit ¢ € [a;b]. Alors, pour tout x € [a;b], il existe un nombre & entre c et x tel que

nd (x — c)k

F@) =1+ T )+

(z—o)"

n!

£ ()

Pour n = 1, on retrouve le théoréme des accroissements finis (ou théoréme de Lagrange).

Oo:l?"
T __
e’ o
n=0
1, 1, 1,

1
In(l4+a)=z— 2%+ 2% — ~a*+ -ab — ... 151
n(l+z)==x 5T +3x 22 +5:13 (z €]-1;1])

et

(1-—z) =14+ —z+ z + e S

a a(a+1 a(a+1)(a+2 = (a\ ,
CAICRS FINCICRS HCRS 0 Z()w

pour tout |z|] < 1, a € R. Ici, (2) est le coefficient du binéme généralisé :

<a> _alet(etn-1)

n n! ’
(6) =
0

Dérivation sous le signe [ Supposons que ¢ (z,t), a(t) et b(t) sont différentiables par rapport & ¢
pour x € R et t € R. Alors

b(t) o

d [°® p
agp (:B: t) £

G, PEnE=e0®.00 O —saw.nd 0+ |

oul (t)=4b(t) et a' (t) = Lal(t).
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Supposons que ¢ (z,t) est différentiable par rapport a ¢t pour x € R et ¢t € R, et s’il existe une fonction
g (z,t) telle que

< g(z,t) pour t € |tg — h,to + h| (voisinage de tg)
t=to

oo
2. / g(xz,t) <0 (converge)

alors g o © g
p _Oogp(a:,t)dwz/_ooatw(w,t)d:c

Approximation de Stirling de n!
n
nl ~v2mn (ﬁ)

e

dans le sens ou
. n!
lim ———5 =1
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